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摘要: 利用动力学加统计模型就形变相关的壳修正 (DDSC)对中子 126壳层附近 209,213,217Fr 断前中子发

射的影响进行了研究。模拟结果表明，DDSC抬升了复合核的裂变位垒，且 213Fr的升高约为 209,217Fr的 2

倍，但却没有改变鞍点位置。尽管位垒升高延缓了系统的裂变，但其动力学过程受热力学驱动力 (TDF)和核

阻尼间竞争的主导，因此准确提取壳修正的作用还需考虑核耗散的形变关系。在裂变第一阶段，当核耗散取

一体耗散 (OBD)参数时，壳修正没有改变断前中子发射的同位素效应，然而当核耗散取标准参数设置 (SPS)

时，由于 213Fr的TDF存在着异常增强，故该规律未能展现。在裂变第二阶段，位垒升高引起的断前中子发

射的增强受到了TDF与核阻尼间竞争的反制，故断前中子发射的同位素效应仍未能显现。综合两阶段情况，

DDSC对N =126处断前中子发射的同位素效应的影响受第一阶段规律的支配。
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1 引言

在核裂变中，复合核 (热核)的退激动力学过程应受

热力学驱动力 (TDF)与核阻尼间竞争的支配
[1]
。热力

学驱动力由热核的自由能来提供
[2]
，即除了来自于传统

的核位势外，还有一部分是由利用熵势表征的束缚能来

决定。根据费米气体模型，核束缚能定义为能级密度参

数 (LDP)与核温度平方的乘积，因此对TDF的高效解

释需要准确计算裂变位垒 (能量曲面)和LDP这两个关

键物理量。

能量曲面是解决所有反应动力学问题的“罗塞塔石

碑”
[3]
。在描述核裂变的多维空间里，真实的裂变路径

可通过对能量曲面取变分获得。实际上，在数值模拟中

往往用能量最小化来实现，具体地就是在某一网格点上

比较沿各参量维度上的TDF与核摩擦 (核耗散张量)的

大小，而热核演化的真实路径将受两者竞争的作用而遵

从“最小作用原理”。由此可知，能量曲面的任何微小

的涨落都将会对结果产生很大的影响，所以壳修正需要

被引入到对裂变位垒和LDP的计算中
[4]
。此外，由于

核裂变是一个伴随着轻粒子 (中子为主)蒸发的大振幅集

体运动，所以对应的能量曲面必然是动态的，相应的壳

修正也应该是形变相关的
[5]
。

本文拟基于动力学加统计模型 (CDSM) 来研究

DDSC对中子 126壳层附近 3个同位素 209,213,217Fr的

断前中子发射的影响。第 2节将介绍DDSC方法，第 3

节里将对计算结果进行具体分析，最后在第 4节对本文

进行总结。

2 理论模型

本文采用一维过阻尼Langevin方程
[1, 6, 7]

来进行

裂变动力学的轨道模拟：

dq

dt
=

T

Mβ(q)

∂S(q)
∂q

+

√
T

Mβ(q)
Γ (t) ， (1)

其中拉伸参量 q 为对称裂变的两部分的质心距离

与复合核直径之比。M 是惯量参数，T 是核温度。

Γ (t)是Langevin力，满足 ⟨Γ (t)⟩ = 0 与
⟨
Γ (t)Γ (t′)

⟩
=

2δ(t−t′)。β(q)是形变相关的约化摩擦系数，与文献 [8]

类似，本工作采用了OBD
[9]
和SPS

[1]
两种核耗散。

熵S(q)利用费米关系可表示为

S(q)= 2
√
a(q,A) [E−V (q,E)]。 (2)

考虑了DDSC后，V (q,E)可表示为

V (q,E)=VLDM+δW (q)e−E/Ed ， (3)
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其中VLDM是利用液滴模型计算的裂变位垒，

VLDM(A,Z,ℓ,q)= a2
(
1−b3I

2
)
A2/3[Bs(q)−1]+

c3Z
2A−1/3[Bc(q)−1]+crℓ

2A−5/3Br(q) ，

(4)

上式中同位旋参数 I = N−Z
A ，Bs(q), Bc(q)和Br(q)是

形变相关的相对表面能、库仑能和转动能，a2, b3、

c3和 cr 是与形变坐标无关的参数
[10]
。由于壳修正随

激发能升高会逐渐消失，Ignatyuk等
[11]
引入了衰减因

子Ed，并取Ed =18.5 MeV。

采用Myers和Swiatecki的液滴模型
[12]
，形变相关

的壳修正由 δW (θ) = δWg(θ)计算，其中 δW 表示球形

核的壳修正能，无量纲的形变因子 g(θ)可表示为

g(θ)= (1−2θ2)e−θ2

， (5)

形变参量 θ = δR
a ， δR表示相对球形核的偏离值，

a = 0.32r0，核半径 r0 = 1.16 fm。下面需要将变量 θ

转化为CDSM模型中的形变参量 q。

在 {c,h,α}参数体系下，拉伸参量和颈部参量分别
表示为

c=
C

R0
，

h=
1

2
Bsh−

1

4
(c−1) ，

(6)

其中的C 对应Myers方法中的R， R0为球形核半径，

CDSM模型中用到的一维拉伸参量 q可通过如下关系来

实现
[13]
：

q(c,h)=
3

8
c

(
1+

2

15
Bshc

3

)
，

Bsh(c,h)= 2h+
1

2
(c−1)。

(7)

壳修正的形变关系被展示在图 1中，结合式 (5)，

可知当 q = 0.375时，即在复合核基态位置处壳修正

最强。

图 1 壳修正的形变关系

考虑了壳修正后，LDP可表示为

a(q,A)= ã(q,A)

[
1+

δW (q)

E

(
1−e−E/Ed

)]
， (8)

其中 ã(q,A)取如下形式

ã(q,A)= avA+asA
2/3Bs(q) ， (9)

av和 as分别对应单粒子能级的体积和表面参数，本文

取 Ignatyuk参数[14]。

TDF利用下式来计算

K(q)=−dV (q)

dq
+

da(q)

dq
T 2 ， (10)

需要指出的是引入DDSC后，TDF应做相应的修改。

在利用路径分析方法讨论核裂变过程时[8,15]，为了突

出TDF与核阻尼在拉伸维度上的竞争细节，常对TDF

取对数形式来进行具体分析，参见第 3节的相关讨论。

3 结果与讨论

在本文中，为了研究壳修正对断前中子发射的同

位素效应[16]的影响，我们选取中子N = 126壳层附近

的 3个同位素 209,213,217Fr为研究体系，这些热核是

由 19F+190,194,198Pt的完全熔合反应形成的
[17]
。在具

体分析时，为了研究壳修正形变关系的必要性，我们

进行以下 3种情况的计算和讨论: (1) 不包含壳修正；

(2) 包含壳修正，但不考虑壳修正的形变关系 (壳修正

为 δW )；(3) 包含壳修正，且考虑了形变关系。
209,213,217Fr的 壳 修 正 值 分 别 为 6.05， 8.19和

4.58MeV[18]。图 2展示出了在激发能取 60 MeV时，

3个系统的位势和熵势。由图 2(a)可知 209,213,217Fr的

鞍点 (图中实线)分别位于为 0.725，0.745和 0.76处。

结合式 (3)，从图 1可知，DDSC没有改变 217Fr的鞍

点位置，但由于基态能量降低了 0.08MeV，从而使得

位垒高度增加到 8.72MeV；形变无关壳修正将其鞍点

推移至 0.765，且使得整个位垒构形整体下移，类比

图 2(b)熵势构形 (其构形与位势相似)的变化情况，可

知位垒高度从 8.64MeV降为 8.58MeV。对 209,213Fr而

言，鞍点位置不受壳修正的影响，形变无关的壳修正

分别使得两系统的位垒从 8MeV降为 7.87MeV，以及

从 7.32MeV降为 7.25MeV，而DDSC则将位垒抬升分

别至 8.17MeV和 7.42MeV。综上所述，由于考虑了壳

修正而使得 213Fr裂变位垒的改变约为 209,217Fr的两

倍。由式 (3)可知，壳修正对裂变位垒的影响随着激发

能的增加而减弱，当激发能增加至 150MeV时，从图 3

可看出，此时壳修正既没有改变 209,213,217Fr同位素的

鞍点位置，也未改变位垒高度。
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图 2 (在线彩图)E=60MeV时，体系的位势 (a)和熵势 (b)

图 3 (在线彩图)与图 2类似，E=150 MeV时，体系的位势 (a)和熵势 (b)

图 4 给出了当LDP 取 Ignatyuk 参数时，利用

CDSM模型计算的断前中子多重性 (Mn)。从图 4(a)

可以看出，当核耗散取OBD参数时，在裂变的第一阶

段 (基态到鞍点)内，壳修正并没有改变断前中子发射

的同位素效应，即断前中子发射随着 (同位素的)质量

数增加而增强的规律。在中低能区 (Eexc < 100 MeV)，

考虑DDSC计算的 209,213Fr的Mn要少于无壳修正情

况平均约为 0.2;而对 217Fr，在两种情况下计算的Mn

几乎相同。在高能区 (Eexc > 100 MeV)，考虑DDSC

计算的Mn要比无壳修正平均多 0.3，而对 217Fr，前者

比后者少 0.4。在第一阶段内，由形变无关的壳修正计

算的Mn整体要多于无壳修正。此外在中低能区，考

虑DDSC的计算值要少于形变无关的壳修正，在高能

区上述规律正好相反；而对 217Fr，由前者的计算要小

于后者。

从图 4(b)可以看出，在裂变的第二阶段 (鞍点到

断点间)，无壳修正时，利用CDSM计算的断前中子

发射并未展现出同位素效应。与第一阶段不同的是，

在中低能区，壳修正的作用也并不明显；而在高能

区，考虑DDSC计算的 209,213Fr的Mn要少于形变无

关的壳修正，而对 217Fr则恰好相反。这些规律与第

一阶段的结果正好相反，不同方案间的计算差值相对

要小于第一阶段。此外，还可以看出的是，在较高能

区 (Eexc > 120 MeV)，利用两种方案对 213Fr的计算差

值超出了实验观测的误差范围 (约 0.5)。这在一定程度

上暗示了在模拟热核的断前中子发射时，考虑壳修正形

变关系的重要性。综合两阶段断前中子的发射，当核耗

散取OBD参数时，从图 4(c)可以看出，壳修正并未改

变断前中子发射的同位素效应，在中低能区考虑DDSC

计算的Mn要少于形变无关的壳修正，但两种方案间的

计算差值在实验误差范围内，这说明断前中子发射的规

律受控于第一阶段，并进一步指出了鞍点位置的重要

性
[19]
。

当核耗散采用 SPS参数时，从图 4(d)可以看出在

第一阶段，利用无壳修正和形变无关的壳修正的CDSM

模拟的断前中子的发射仍展现出同位素效应，而利用

包含了DDSC的CDSM的模拟不能得到该规律，因为

此时 209,213Fr两同位素间的Mn差值远小于实验误差

范围。与采用OBD参数相同的是，考虑了DDSC计算

的Mn在整个能区范围内都低于形变无关的壳修正，不

同之处在于两种方案间的计算差值明显超过了实验误差

范围，特别地对 213Fr，该差值约为其他两同位素的 1.5
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图 4 (在线彩图) 分别采用OBD耗散 (a)和 SPS耗散 (b)计算的 209,213,217Fr的断前中子多重性

倍。从图 4(e)可以看出在第二阶段，与采用OBD参数

所不同，考虑DDSC计算的Mn在中高能区普遍大于形

变无关的壳修正，且两种方案间的差值已经接近甚至

超出实验误差范围。对 213Fr，该差值约为其他两同位

素的 2倍，已经超过了实验误差范围，但总的看来两种

方案间的差值要小于第一阶段。与采用OBD参数相同

之处在于，第二阶段的规律与第一阶段相反。综合两阶

段，从图 4(f)可以看出，当核耗散采用SPS参数时，在

中低能区考虑了DDSC的模拟未能展示断前中子发射

的同位素效应。上述现象说明在研究壳修正对断前中子

发射的影响时，除了要考虑壳修正的形变关系，还必须

考虑核耗散形变关系的影响。对此，我们可从TDF与

核阻尼间的竞争来理解。

结合图 1，从图 5可以看出DDSC在拉伸空间 q ∈
[0.31,0.35]和 q ∈ [0.375,0.39] 内极大地增强了TDF。

在前一区间内，这将使得反应体系加速形成复合核；而

在后一区间，这将导致核裂变加速，进而将减弱在第一

阶段内的中子发射。对此，可通过比较图 4(a), (d)的

结果得到证实。对比图 4(a), (d)两图可知，在第一阶

段内，SPS核耗散平均强度远低于OBD核耗散[8]，这

相当于在较小“本底”(核阻尼)情况下，因DDSC引起

的TDF增强对中子发射的作用会更加明显；壳修正作

用越强，对中子发射的减弱就越明显，如图 4(d)所示，
213Fr的Mn的减少约为

209,217Fr的 1/2。前面已经指

出，DDSC升高了 3个系统的裂变位垒，这在一定程度

上会稍微延缓第一阶段的核裂变进程，进而增强中子发

射，该作用将适当抵消因TDF增强而引起的中子发射

的减弱，但在第一阶段内，TDF 与核阻尼的竞争仍将

主导断前中子的发射。

从图 5还可以看出，在第二阶段内，DDSC对TDF

几乎没有影响。相比于第一阶段，裂变位垒的改变对断

前中子发射的影响将更为显著。裂变位垒的升高将阻

碍热核的集体运动，位垒升高得越明显，阻碍作用就越

强，这将造成热核在达到鞍点后具有相对较弱的集体

运动趋势，从而延缓了第二阶段的裂变进程，对此可

从图 4(e)得到证实。从图 4(e)可以看出，在中高能区，
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图 5 (在线彩图)OBD耗散 (a)和SPS耗散 (b)对应的 3

个体系的TDF

DDSC引起了中子发射的增强，但该现象对 213Fr要

比 209,217Fr更明显，考虑DDSC的计算值与无壳修正

计算值间的差值甚至超出了实验误差范围。此外，通

过对比图 4(b), (e)可知，在第二阶段内断前中子的发

射仍然受到TDF和核阻尼竞争的制约。从图 5可看出，

在第二阶段OBD核耗散对应的TDF要强于 SPS 核耗

散，而由于OBD核耗散的平均强度要远低于 SPS核

耗散[8]，这将导致前者对应的TDF与核阻尼的竞争要

强于后者，从而使得由前者计算的Mn少于后者。从

图 4(b)可以看出，在选取OBD核耗散参数时，TDF

和核阻尼的竞争逆转了因裂变位垒升高而引起的断前

中子发射的增强。结合第一阶段，从图 4(c), (f) 可以看

出，TDF与核阻尼的竞争支配着整个裂变过程中的断

前中子发射。

从图 5还可以看出，形变无关壳修正对TDF没有

影响，且该结论并不依赖于核耗散形式。考虑到形变无

关的壳修正降低了 3个同位素的裂变位垒，依据影响断

前中子发射的两规律我们可以推测在裂变的第一阶段，

断前中子发射应当减弱，然而该推测明显与图 4(a), (b)

的计算结果相反，这一矛盾说明了在研究壳修正对热核

退激的影响时，不考虑形变关系是一种非常形式化的处

理方式，因此在考查壳修正的作用时，必须考虑其形变

关系。此外，从图 4(c), (f)可以看出，采用OBD核耗

散的模拟较好地重现了中能区的实验结果，但在低能区

低估了Mn，而当采用 SPS核耗散时正好与之相反，需

要指出对实验结果的更好重现可通过合理选择参数组来

实现[20]，这将是我们后续的工作内容。

4 总结

为了研究壳修正对中子 126壳层附近热核的断前

中子发射的同位素效应，我们在CDSM框架内引入了

一种DDSC方法，并将之应用于模拟热核 209,213,217Fr

的退激过程。为了系统研究，形变无关的壳修正也被

采用。计算结果表明，相比于无壳修正，在低能区，

DDSC升高了热核的裂变位垒，且 213Fr裂变位垒的改

变是其他两同位素的 2倍，而形变无关的壳修正则得到

了相反的结果。在中高能区，壳修正对位垒构形没有

影响。当核耗散取OBD参数时，在裂变的第一阶段，

DDSC并没有改变断前中子发射的同位素效应，而当核

耗散取 SPS参数时不能反映该规律。为了更深入地研究

壳修正对断前中子发射的影响，我们结合裂变位垒的改

变以及TDF与核阻尼的竞争进行了细致分析。计算结

果表明，在裂变的第一阶段，TDF与核阻尼的竞争将

减弱中子的发射，尽管裂变位垒的升高能适当抵消上述

作用，但整体规律受前者支配；在裂变的第二阶段，当

核耗散取SPS参数时，由于裂变位垒的升高阻碍了热核

的集体运动，从而增强了中子的发射；而对OBD核耗

散，由于其平均强度在该阶段远小于SPS，所以该规律

受到了TDF与核阻尼竞争的反制。形变无关的壳修正

降低了热核的裂变位垒，模拟结果违背了两种规律的推

测，该矛盾强调了在研究壳修正作用时考虑其形变关系

的重要性。
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[1] FRÖBRICH P, GONTCHAR I I, MAVLITOV N D. Nucl

Phys A, 1993, 556: 281; FRÖBRICH P, GONTCHAR I I.
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[18] MÖLLER P, MYERS W D, SWIATECKI W J, et al. At

Data & Nucl Data Tables, 1988, 39: 225.

[19] BAO J D, JIA Y. Phys Rev C, 2004, 69: 027602; JIA Y,

BAO J D. Nuclear Physics Review, 2004, 21(4): 385. (in

Chinese)

(贾莹, 包景东. 原子核物理评论, 2004, 21(4): 385.)

[20] MAO Y C, GU B P. J Phys G: Nucl Part Phys, 2006, 32:

2109.

Effects of Deformation-dependent Shell Correction on Isotope
Effect of Emission of Prescission Neutron near

Neutron 126 Closure-shell

LIU Xin1,2, XI Yurong1, ZHU Qiaodi1, CHI Meng1, ZHAO Zenan1, MAO Yingchen1,†

( 1. School of Physics and Electronic Technology, Liaoning Normal University, Dalian 116029, Liaoning, China;

2. School of Foundational Sciences, China Medical University, Shenyang 110122, China )

Abstract: The effect of deformation-dependent shell correction (DDSC) on the emission of prescission neutron

(EPN) is studied within a dynamical and statistical model for three isotopes of 209,213,217Fr near the neutron 126

closure-shell. The results show that the fission barriers are enhanced with DDSC, and the increment of 213Fr is

almost 2 times those of 209,217Fr, but those saddle points are not changed. Although the enhancement of fission

barrier delays nuclear fission, the fission dynamics process is controlled by the competition between thermodynamic

driving force (TDF) and nuclear damping, so the deformation-dependence of nuclear dissipation must be considered

in order to extract the role of shell correction. The shell correction doesn’t alter isotope effect of EPN with OBD

nuclear dissipation in the first phase of nuclear fission, but the rule does not been exhibited because that there

is abnormal enhancement of TDF using SPS nuclear dissipation. The increment of EPN caused by the rise of

fission barrier is countered by the competition between TDF and nuclear damping in the second phase of nuclear

fission, hence the effect of EPN cannot exhibit. The effect of DDSC on EPN near the neutron 126 closure-shell is

dominated by the rules in the first phase of nuclear fission.
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