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摘要: 在随机相互作用系综内，镉同位素 11/2−同质异能态的电四极矩与磁偶极矩总是倾向于随中子数的增

加呈线性演化，这与近年来的实验观测是一致的。除了对力对磁矩线性演化的决定性影响之外，特定形式的

质子-中子相互作用被认为是这种线性演化的主要驱动力：电矩的线性演化要求质子中子之间的四极相互作

用；磁矩则要求质子中子之间的短程相互作用，并且这种相互作用应具有与真实核相互作用一致的相对强度

与正负性。
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1 引言

原子核是典型的复杂量子多体系统。但是它们的

能谱与电磁性质实际上又是非常规则的。比如说，所

有偶偶核的基态均为 0+态，而它们的第一激发态大多

为 2+态；它们的第一个 2+态电矩与第二个 2+态电矩

通常大小约等、符号相反
[1]
。实际上，在原子核结构模

型计算中，即使使用随机数作为相互作用矩阵元，这两

种核规则行为也会大概率地出现
[2–3]
。这就说明这些核

规则行为并不依赖于特定的相互作用细节，而与核系

统的基本对称性可能有着比较深层次的联系
[4–8]
。这种

使用随机数作为相互作用参数来研究原子核结构的方

法被称为“随机相互作用 (random interaction)方法”。

所有可能的随机相互作用及其对应的核结构模型计算结

果就组成的“随机相互作用系综”(random-interaction

ensembles)。随机相互作用方法也可以应用于研究特定

核规则行为所对应的相互作用特征。

最近实验发现镉同位素 11/2−同核异能态的电四

极矩与磁偶极矩 (分别简写作Q与µ值)随中子数的

增加呈线性演化
[9]
。其中电矩的线性演化被认为是中

子h11/2轨道上 seniority scheme的直接结果。此后，一

些理论工作也试图从更微观的角度来理解这种线性演

化行为。比如说，Takacsy
[10]
在BCS框架下分析了这

种线性演化所对应的粒子数占据行为；赵鹏巍等
[11]
使

用密度泛函理论将电矩的线性演化归结于核子配对；本

文作者曾根据这种线性演化研究了镉同位素的粒子-空

穴变换行为
[12]
，但是这种复杂原子核体系所浮现的

简单演化行为的来源仍有待进一步探索。特别地，除

了 seniority scheme之外，这些线性演化行为是否可能

存在其它的驱动力，是否对组态空间或相互作用细节有

特定要求？回答这些问题就需要要使用随机相互作用来

有针对性地研究镉同位素的电磁矩演化行为。需要强调

的是，此前随机相互作用研究主要集中于研究孤立偶偶

核的规则行为，对原子核结构演化的研究并不多见。因

此使用随机相互作用将多个核子作为一个整体来进行研

究仍是比较新颖的。

2 理论计算框架

针对质量数A=113∼129的镉同位素，随机相互

作用计算可以基于壳模型。相应的单粒子空间局限

在Z=40∼50, N=64∼82子壳中，包括π0g9/2, ν2s1/2,

ν1d3/2 与 ν0h11/2 四个单粒子轨道，并采用简并的单

粒子能级 (与文献[9]一致)。计算主要在两体随机相互

作用系综 (two-body random interaction, TBRE)内进

行
[14–16]

。在TBRE中所有的两体相互作用矩阵元 (简写

作V J
ijkl)均为独立的高斯随机数。其分布的中心均为 0，

展宽满足

⟨V J
ijklV

J ′

i′j′k′l′⟩= δii′δjj′δkk′δll′δJJ′(1+δikδjl) ， (1)

上式中 ⟨ ⟩表示取平均 (这一记法将在全文中所沿用)；
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J表示相互作用的秩；i, j, k, l可取值1, 2, 3, 4，分别对

应 g9/2, s1/2, d3/2, h11/2单粒子轨道。比如，V J
1414就

代表 g9/2与h11/2之间的 J秩质子-中子相互作用。

首先计算在TBRE 中生产三百万组随机相互

作用，并输入到ANTOINE 壳模型程序
[17]
，以计

算 113∼129Cd同位素 11/2−同质异能态的电磁矩，共涉

及 9个奇A核。其中，在电矩计算中，质子有效电荷设

为 1.5e，中子有效电荷设为 0.5e；在磁矩计算中，质子

自旋 g因子为 5.586×0.7 µN；质子轨道 g因子为 1 µN；

中子自旋 g因子为−3.826× 0.7 µN；中子轨道 g因子

为 0。

为了定量描述电磁矩随中子数演化的线性度，可以

引入Pearson关联系数
[18]

(简写为 ρQ与 ρµ分别对应Q

值与µ值)。它们可以由下式计算

ρQ =

∑
(Qi−Q)(Ni−N)√∑

(Qi−Q)2
√∑

(Ni−N)2
，

ρµ =

∑
(µi−µ)(Ni−N)√∑

(µi−µ)2
√∑

(Ni−N)2
，

(2)

其中：Qi, µi与Ni 分别对应第 i个镉同位素的电矩、

磁矩与中子数。Q, µ, N分别代表对 9 个镉同位素

的Q, µ以及中子数的平均值。计算所得 ρQ 与 ρµ 应

介于−1与 1之间。当其等于−1，0与 1时分别对应完

美负相关线性、无线性关联以及完美正相关线性。因

此，ρQ与 ρµ的绝对值就可以反映出电磁矩与中子数

之间的线性关联度。例如，根据实验数据
[9]
就可计算

得 ρQ = 0.997，非常接近于 1，说明实验电矩与中子数

有比较良好的正相关线性关联。这与实验观测结论是一

致的。在以下随机相互作用分析中，也应关注在随机系

综内具有 ρQ > 0.9与 ρµ > 0.9特征的样本，以反映实验

事实。

在本文电磁矩计算中，有效电荷与 g因子源自于经

验数值。但是在理论核计算或在真实核体系中，这些参

数应该是有变化的。这就需要首先定性地分析，这些电

磁矩参数的变化对电磁矩的线性行为 (也就是 ρQ与 ρµ

的数值)有怎样的影响。第 i个Cd同位素的电矩可写作

质子与中子对电矩贡献之和

Qi = eπT
π
i +eνT

ν
i , (3)

其中：Tπ
i 为第 i个Cd同位素质子波函数的电四极算

符矩阵元；T ν
i 为中子波函数矩阵元。那么根据式 (2)，

ρQ可以写成

ρQ =

∑
(eπT

π
i +eνT

ν
i −eπTπ−eνT ν)(Ni−N)√∑

(eπTπ
i +eνT ν

i −eπTπ−eνT ν)2
×

1√∑
(Ni−N)2

,

(4)

其中：Tπ与T ν分别代表Tπ
i 与T ν

i 的平均值。Cd同位

素只有两个价质子，而价中子数则是具有很大的变化。

因此在这条同位素链上，随价中子数的增加，质子组态

的变化要远小于对中子组态。定性地，可以认为Tπ
i 的

数值波动远小于T ν
i ，使得 |Tπ

i −Tπ|≪ |T ν
i −T ν |，甚至

可以近似认为 |Tπ
i −Tπ| ∼ 0，于是有

ρQ ≃
∑

(T ν
i −T ν)(Ni−N)√∑

(T ν
i −T ν)2

√∑
(Ni−N)2

。 (5)

上式与具体的有效电荷数值无关，可以认为有效电荷对

电矩的线性行为的影响非常小。

根据相同的逻辑，质子的 g因子对磁性线性行为的

影响也是非常小的。进一步地，由于中子的轨道 g因子

应该比自旋 g因子小得多，可以忽略中子轨道部分对磁

矩的贡献，于是 ρµ也可以近似写成：

ρµ ≃
∑

(Sν
i −Sν)(Ni−N)√∑

(Sν
i −Sν)2

√∑
(Ni−N)2

， (6)

其中Sν
i 就是第 i个Cd同位素中子波函数的自旋算符矩

阵元。上式与具体的 g因子数值也没有很强的关联。因

此认为，如果 g因子的具体取值与经验数值有相同的量

级时，它们对磁矩的线性行为影响也是非常小。

针对上述分析，可以进行如下数值实验：用随机

数作为有效电荷与 g因子，反复在随机系综内进行计

算 ρQ与 ρµ，观察这两个数值的具体变化。根据计算结

果，当有效电荷与 g因子都在正常经验值量级范围内

时，ρQ与 ρµ仅有约 0.1的波动。但是，如果进行非常

随意的取值，ρQ与 ρµ有比较明显的波动。特别地，当

取比较大的中子轨道 g因子时 (∼ 1 µN)，ρµ变化就更为

突出，甚至可能反号。

作为随机系综研究，应该更关注系综内 ρQ 与 ρµ

的分布，而非某一次计算的电磁矩线性度。因此，定

义P (ρQ)与P (ρµ)分别对应 ρQ与 ρµ在随机系综内的

分布函数。同时需要注意，即使是 9个独立的随机数也

有一定可能性偶然地呈现出线性关联。随机系综统计

也必然会受到这种偶然线性的干扰。为消除这种干扰，

首先生成二千五百万组高斯随机数组 (含 9个元素)，进

而计算每组高斯随机数与一个线性增长的 9元素整数

数组之间的Pearson系数，并统计这些系数的分布，以
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作为系综统计的“本底”。这样的分布被简写作Pbkg。

图 1(a)给出了最终Pbkg结果。

图 1 TBRE中的P (ρQ)，并与背景分布 (Pbkg)进行对比

图 (a)呈现出直接的对比；在图 (b)中P (ρQ)已被Pbkg归一

化。图中误差估计均源自统计误差。

3 电矩的线性演化行为

图 1(a)也给出了在TBRE中的P (ρQ)分布。可以

看到这一分布完全不同于Pbkg，呈现出两个接近 ρQ =

±1主峰。这说明在TBRE中Q值有很大可能性随中子

数增加呈线性演化。在图 1(b)中，P (ρQ)被Pbkg归一

化，以消除偶然线性的干扰。这使得 ρQ =±1两峰更为

明显，进一步体现出TBRE中的电矩线性演化占优行

为。

为了研究正相关电矩线性演化的相互作用特征，可

以首先在TBRE中针对 ρQ > 0.9进行取样，计算样本

内两体相互作用矩阵元的平均值 (写作 ⟨V J
ijkl⟩)。另一方

面对 ⟨V J
ijkl⟩进行排序，以方便图表展示。排序结果由

表1给出。按这一顺序，将 ⟨V J
ijkl⟩数据画入图 2中。可

以看到h11/2轨道上的对力所对应的两体相互作用矩

阵元 (V J=0
4444 )并无明显规律，说明 ρQ > 0.9实际上对核

子配对没有显性要求。在这种情况下 seniority scheme

对Q线性演化解释的适用性就有待探讨。另一方面，

⟨V J
1414⟩ (g9/2与h11/2 轨道之间的质子-中子相互作用)

随 J的演化可以看到呈明显的 J(J+1)抛物线结构。这

对应着一种类似于四极相互作用的结构
[21–22]

。在图 2

中可以进行如下抛物线拟合：

V J
1414 =A[J(J+1)]2+BJ(J+1)+C 。 (7)

其中所得拟合结果为A = −4.2(6) × 10−4，B =

0.044(7)与C = −0.6(2)。根据文献[21]中的式 (2)，原

子核四极振动的相互作用强度与A的关系可写作

|A|= 15a22
~ω×2jπ(2jπ+2)2jν(2jν+2)

， (8)

其中：a2即为四极振动相互作用强度；~ω为原子核四
极声子的能量；jπ与 jν 分别为所涉及的质子与中子单

粒子能级的总角动量。那么根据拟合所得A值，以这

一核区的Cd偶偶核同位素 2+态能量作为四极声子能

量 (~ω ∼0.8 MeV)，可示意性地计算得 a2 ∼ 0.5 MeV。

当然需要注意的是，这一计算结果只是在特定展宽下

的TBRE计算中获得的。通过调整随机相互作用的展

宽可以任意地改变这一数值，所以这一数值不具物理上

的参考性。在图 2中进一步地给出了最终拟合曲线 (黑

色曲线)，明确地突显出这种类四极相互作用特征。因

此可以认为，至少在TBRE中，电矩线性演化应该主

要由质子-中子之间的四极相互作用驱动，而非核子配

对或 seniority scheme。

表 1 ⟨V J
ijkl⟩在图 2中的呈现顺序。 i, j, k, l所对应单

粒子轨道已在第 2节中有约定

顺序 ijkl J 顺序 ijkl J 顺序 ijkl J

1 1111 0 17 3333 0 33 1213 4

2 1111 2 18 3333 2 34 1213 5

3 1111 4 19 3344 0 35 1313 3

4 1111 6 20 3344 2 36 1313 4

5 1111 8 21 3434 4 37 1313 5

6 2222 0 22 3434 5 38 1313 6

7 2233 0 23 3434 6 39 1414 1

8 2244 0 24 3434 7 40 1414 2

9 2323 1 25 4444 0 41 1414 3

10 2323 2 26 4444 2 42 1414 4

11 2333 2 27 4444 4 43 1414 5

12 2344 2 28 4444 6 44 1414 6

13 2424 5 29 4444 8 45 1414 7

14 2424 6 30 4444 10 46 1414 8

15 2434 5 31 1212 4 47 1414 9

16 2434 6 32 1212 5 48 1414 10

图 2 TBRE内的 ρQ > 0.9样本中的两体相互作用矩阵

元平均值

所有数据以表 1所约定的顺序呈现。V J=0
4444 对应于h11/2

轨道上的对力。V J
1414对就于 g9/2与h11/2轨道之间的质

子-中子相互作用，具有明显的 J(J+1)抛物线结构，进而

可以进行了示意性拟合。图中误差估计均源自统计误差。
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4 磁矩的线性演化行为

图 3给出了被Pbkg归一化后的TBRE中的P (ρµ)。

可以看到这样的归一化P (ρµ)/Pbkg总是在 1附近，说

明两者并没有明显区别。因此，在TBRE中磁矩的线

性演化行为并不占优。但是如果尝试在TBRE系综引

入对力，这种线性演化行为就会相对比较明显。这里所

引入的对力可以写作：

V J=0
j1j2j1j2 =−V0(2j1+1)(2j2+1) ， (9)

其中：对力强度V0 设为 0.01对符合TBRE矩阵元量

级。这种新的系综被简称为“TBRE+pairing”。这种

新系综的归一化P (ρµ)/Pbkg也被画入图 3。这一分布

明显在 ρµ =±1时有两个主峰，对应着磁矩的线性演化

行为。因此可以看到对力对磁矩线性演化的关键作用。

图 3 (在线彩图)TBRE与TBRE+pairing内的被Pbkg

归一化的P (ρµ)分布

图中误差估计均源自统计误差。

但是需要注意的是，磁矩的线性演化行为出现的几

率即使在有对力参与的情况下仍是比较小的。这说明

对力只是磁矩线性演化的必要条件，还有其它因素有

待发掘。此前磁矩的线性演化已被归结于质子激发引

起的组态混合
[12]
。因此有必要在TBRE+pairing中观

察 ρµ > 0.9样本的质子-中子相互作用特征。此时可以

看到 ⟨V J
1414⟩仍然据有很特殊的结构，如图 4所示：偶

数 J ⟨V J
1414⟩有明显的抛物线结构；奇数 J ⟨V J

1414⟩则相
对比较不规则。这种奇偶差异也可以在 g9/2与h11/2之

间的 δ力上看到：偶数 J δ力两体相互作用矩阵元只

包含T = 0贡献，并且由于 δ力的短程性呈现出抛物

线结构；而奇数 J δ力两体相互作用矩阵元来自T = 0

与T =1贡献的叠加，与T =0组分不同，T =1组份由

于泡利原理随着 J增大驱向于 0，因此奇数 J δ力两体

相互作用矩阵元随 J增加的演化非常不规则。

图 4 (在线彩图)TBRE+pairing 中 ρµ > 0.9 样本

的 ⟨V J
1414⟩

图中实线对应的 δ相互作用拟合 (详见正文)。图 (a)体现

了 ⟨V J
1414⟩的奇偶差异：偶数 J 与奇数 J ⟨V J

1414⟩随着 J

的增长有着不同的演化行为。进一步地，对在图 (a)中的

偶数 J ⟨V J
1414⟩进行了 δ 力拟合。图 (b)中给出了奇数 J

⟨V J
1414⟩排除T =0 δ力之后的数值 (使用此前T =0拟合参

数ST=0 =−0.55),并使用T = 1 δ力进行了拟合。图中误

差估计均源自统计误差。

为了定量说明TBRE+pairing中 ρµ > 0.9样本的质

子-中子相互作用与 δ力的相似性，可以在图 4中使用统

一的 δ力参数来拟合 ⟨V J
1414⟩。对于 g9/2轨道与h11/2轨

道之间的偶数 J , δ力两体相互作用矩阵元可解析写为

V J=even
δ =ST=0

{
1+

121

J(J+1)

}
×9/2 11/2 J

1/2 −1/2 0

2 ， (10)

而奇数 J矩阵元则写为

V J=odd
δ =V T=0

δ +V T=1
δ 。 (11)

其中，

V T=0
δ =

ST=0

J(J+1)

9/2 11/2 J

1/2 −1/2 0

2

(12)

和

V T=1
δ =ST=1

9/2 11/2 J

1/2 −1/2 0

2

。 (13)

上式中ST=0与ST=1分别对应 δ力的T = 0与T = 1组

份强度。在图 4(a)中，使用式 (10)拟合偶数 J ⟨V J
1414⟩，

所得ST=0 =−0.55(9)。图 4(b)给出了奇数 J⟨V J
1414⟩减

去式 (12)所代表的T = 0部分 (参数也使用ST=0 =

−0.55)。这样图 4(b)中数据应该主要为T = 1 δ力贡

献。因此使用式 (13)对图 4(b)中的T = 1 δ力进行拟
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合，所得ST=1=0.30(6)。这样可以更加明确地认定，

在TBRE+pairing中，磁矩的线性演化要求质子与中子

之间存在着短程相互作用。

值得注意的是，与第 2节四极振动相互作用强度 a2

计算类似，拟合所得ST=0 与ST=1 的具体数值与随

机系综展宽有很强的关联，可以通过调整展宽进而

改变ST=0与ST=1的具体数值。因此，这两个相互作

用拟合强度的具体数值是没有物理意义的。但是这两

个数值的相对大小与正负性并不随相互作用展宽改

变，因而可能对应着真实核系统中的相互作用特征：

在TBRE+pairing系综内，磁矩的线性演化要求T = 0

部分的质子-中子短程力是吸引的，而T = 1部分则是

排斥的；同时T = 0的强度要大于T = 1。在真实原子

核中，质子-中子相互作用的T = 0部分的确是吸引势，

而T = 1部分的非对力组份为排斥势 (本文价空间中不

存在质子-中子对力组份)；平均上来说T = 0部分也要

强于T =1的非对力组份
[22]
。这说明，不论在随机系综

内，还是在真实核体系中，磁矩的线性演化可能源自于

同一个微观机制，对质子-中子相互作用提出了类似的

相对强度上的、正负性上的具体要求。

5 小节

在随机相互作用系综内，可以明显地看到镉同位

素 11/2−同核异能态电磁矩的线性演化占优行为。这一

行为已在真实核实验中观察到了。电矩线性演化可以归

结为类四极质子-中子相互作用，而不依赖于配子核对

或 seniority scheme。这与此前认知有所不同。磁矩线

性演化则是核子配对与短程质子-中子相互作用的共同

作用结果。特别地，在随机系综内的磁矩线性演化要求

质子-中子相互作用具有与真实核相互作用一致的相对

强度与正负性。因此可以认为质子-中子相互作用可能

是镉同位素电磁矩线性演化的主要驱动力。
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Predominance of Linear Q and µ Systematics in
Random-interaction Ensembles

LEI Yang1,1), QIN Zhenzhen2

( 1. School of National Defense Science and Technology, Southwest University of Science and Technology,

Mianyang 621010, Sichuan, China;

2. School of Science, Southwest University of Science and Technology, Mianyang 621010, Sichuan, China )

Abstract: In random-interaction ensembles, the electric quadrupole moments (Q) and magnetic moments (µ)

of the Iπ = 11/2− isomers of the Cd isotopes predominantly present linear correlation with neutron numbers,

corresponding to the recently emphasized linear Q and µ systematics in realistic nuclear system. Although the

seniority scheme enhances such predominance (more essentially for µ), the configuration mixing due to quadrupole-

like and δ-force-like proton-neutron interactions is responsible for the linear Q and µ systematics, respectively, at

least in random-interaction ensembles. Especially, the linear µ systematics further requires the proton-neutron

interaction have similar relative strength and attractive-repulsive property to realistic nuclear interaction.
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