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文章编号:  1007-4627(2023)01-0031-05

径向基函数方法在预言原子核电荷半径中的应用

李 涛 1,2, 姚 红 1,3, 刘 敏 1,2, 王 宁 1,2,†

(1. 广西师范大学物理科学与技术学院，广西 桂林 541004；
2. 广西核物理与核技术重点实验室，广西 桂林 541004；

3. 北京航空航天大学物理学院，北京 102206)

摘要:  结合径向基函数方法有效地提高了两个全局模型预言原子核电荷半径的精度和能力。利用 885个原子

核电荷半径实验数据进行留一交叉验证，Skyrme Hartree-Fock-Bogoliubov(HFB25)模型的计算结果与实验测

量结果的均方根偏差从 0.025 fm降到了 0.018 fm，基于Weizsäcker-Skyrme (WS*)核质量模型给出的壳修正能

和形变参数提出的四参数公式的计算结果与实验测量结果的均方根偏差从 0.022 fm降到了 0.017 fm。两个模

型结合径向基函数方法预言最新的 144个实验值的均方根偏差仅为 0.015 fm。通过研究径向基函数方法对

HFB25和WS*两个模型在超重区域预言值的修正程度发现，径向基函数方法对于WS*模型在超重区域的修

正值大部分可以保持在 0.1 fm以内，而对于HFB25模型在超重区域的修正值大部分都超过了 0.1 fm，这对于

分析模型误差以及进一步改善原子核电荷半径的预言精度非常有用。
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0    引言

电荷半径是表征原子核大小的基本性质之一，原子

核电荷半径的精确测量与预测对核结构的研究具有重要

意义，例如它与原子核的同位旋 [1−6]、壳层 [7−10]以及

形变效应 [8]等有着密切的关联。对放射性核素电荷半

径的观测研究发现了诸多奇特核物理现象，例如核的晕

结构 [11−18]、形状共存 [19−23]、反转岛等奇特核物理现

象 [24]。此外，研究还发现了镜像核电荷半径之差与同

位旋不对称度存在良好的线性关系 [25]，这将有助于人

们更精确地提取有关核物质在饱和密度附近的对称能信

息 [8, 26]。原子核电荷半径的研究不仅可以促进原子核

相关理论的发展，而且也推动了实验上核激光谱学等多

重技术的叠加发展。系统地研究原子核电荷半径对原子

物理以及天体物理等相关学科也有重大意义。

µ

Kα

实验上测量原子核电荷半径的方法一般分为两类 [7]，

其中一类是基于   原子光谱或高能电子散射实验来测量

电荷半径；另一类是基于激光光谱或    X-射线测量一

条同位素链上同位素位移进而得到原子核均方电荷半径

之差。基于以上几种方法，目前实验上已经测量了超

A

A1/3
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Z1/3
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过 1 000个核素的电荷半径 [7, 25]。由于不稳定核素的产

额以及电子散射靶等因素的限制，精密激光谱学成为了

当前测量不稳定核素电荷半径的主要方法 [27]。实验数

据表明原子核的电荷半径与质量数   有关，起初人们发

现原子核的电荷半径可以用   规律来描述，其最初的

形式近似地表示为   ，其中    是电荷半径常数。

国内科研人员研究发现   规律也可以很好地描述原子

核的电荷半径 [5−6, 28]。随着实验数据的不断增加，人

们开始发现描述原子核电荷半径的公式还应该包含同位

旋、壳效应以及形变等因素 [1−10]。Wang等 [29]结合

Weizsäcker-Skyrme(WS*)核质量模型给出的壳修正能和

形变参数，在文献 [8]中基于   规律考虑同位旋修正、

壳修正以及形变修正提出了一个描述原子核电荷半径的

四参数公式，其计算结果与实验测量结果的均方根偏差

仅为 0.022 fm。Sheng等 [30]通过对比基于    和    规

律描述核电荷半径的精度发现，随着修正因素的增多，

用   规律描述核电荷半径呈现出了一定的优势。除了

上述的一些经验公式可以较好地描述原子核电荷半径之

外，基于密度泛函理论的微观原子核理论方法也可以描

述核的电荷半径，例如 Skyrme  Hartree-Fock-Bogoli-
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ubov(HFB)[31−33]和 Relativistic  Mean  Field(RMF)[34]模
型等，其中HFB25模型 [31]的计算结果与实验数据的均

方根偏差为 0.025 fm，这与文献 [8]中的计算结果是可

比拟的。除此之外，一些局域关系 [35−37]也可以很好地

预测原子核电荷半径，例如 Garvey-Kelson(GK)关系，

虽然这些局域关系可以更好地再现实验数据，但是随着

外推距离的增加其不确定度会迅速增大。因此，寻找有

效的方法来进一步提高理论方法预测原子核电荷半径的

精度是极其重要的。

α

α

最近，机器学习方法被广泛地应用于核物理的研

究 [38]。例如早在 2011年Wang等 [39]就已经将径向基

函数方法用于提高原子核质量模型的预测精度，后来人

们进一步发展了考虑奇偶效应的径向基函数方法来提高

原子核质量模型的精度 [40−43]，Ma等 [44]基于径向基函

数方法进一步提高了预测原子核   衰变半衰期的精度。

最近贝叶斯神经网络方法在核物理的研究中得到了更为

广泛地应用，例如在原子核质量预测 [45]、裂变产额评

价 [46−47]、   衰变半衰期预测 [48]、原子核对称能 [49]以

及核反应 [50]等研究中均都验证了贝叶斯神经网络方法

的有效性。Wu等 [51−52]发现核岭回归方法也可以有效

提高原子核质量模型的预测精度。基于以上研究不难发

现，机器学习在提高原子核理论模型的预言精度上可以

起到至关重要的作用。因此，基于机器学习能否进一步

提高理论模型预测原子核电荷半径的精度具有重要的研

究意义。

本文将基于径向基函数方法尝试进一步提高理论模

型预言原子核电荷半径的精度，其中理论方法主要考

虑HFB25模型以及基于WS*核质量模型给出的壳修正

能和形变参数提出的原子核电荷半径公式。文中第二部

分将介绍径向基函数方法的理论框架，第三部分是结果

与讨论，最后给出总结。 

1    理论框架

径向基函数 (Radial Basis Functions, RBF)方法被广

泛地用于曲面重建与修复，在改善原子核质量模型预言

能力方面也取得了非常好的效果。RBF的表达式通常

写为 

S (X) =
m∑

i=1

ωiϕ (∥X−Xi∥) ， (1)

Xi ωi Xi ϕ

∥X−Xi∥ m

m (Xi, fi) S (X)

S (Xi) = fi

其中：   为测量数据点；    是点    的权重因子；   是

基函数；   是欧几里得范数；   是所有数据点的

总数。给定     个样本    ，得到光滑函数    ，使

其满足    。RBF的权重因子可以通过矩阵求解

得到，其形式如下：  
ω1

ω2

· · ·
ωm

 =

ϕ11 ϕ12 · · · ϕ1m

ϕ21 ϕ22 · · · ϕ2m

· · · · · · · · · · · ·
ϕm1 ϕm2 · · · ϕmm


−1 

f1

f2

· · ·
fm

 ， (2)

ϕi j = ϕ
(∥∥∥Xi−X j

∥∥∥) (i, j = 1, . . . ,m)

ϕ(x) = x =
√(

Zi−Z j
)2
+
(
Ni−N j

)2
∆r(Z,N) = rexp(Z,N)− rth(Z,N)

其中    ；本工作中采用线

性基函数    ，Z表示质子

数，N表示中子数。为了获得式 (2)中的权重，实验测

量值与理论计算结果的偏差 

将作为被重建的对象。RBF改善后的模型预测值为 

rRBF(Z,N) = rth(Z,N)+S (Z,N)， (3)

Z⩾8, N⩾8

对于未知原子核电荷半径的预测可以看成是针对原子核

电荷半径曲面的外推与内插问题。在本工作中，基于文

献 [7]给出的 885个 (   ) 原子核电荷半径实验

数据，对WS*和HFB25两个模型的预言能力进行研究。

为了区分，基于RBF修正的两个模型的预测结果分别

表示为WS*+RBF和HFB25+RBF。采用均方根偏差来

评价模型结合 RBF方法预测原子核电荷半径的能力，

其形式如下： 

σ =

√√
1
m

m∑
i=1

[
rexp

i (Z,N)− rth
i (Z,N)

]2
。 (4)

σ如果均方根偏差   越小，就说明模型描述现有的实验数

据越精确。 

2    结果与讨论

S (N, Z)

S (N, Z)

S (N, Z)

S (N, Z)

S (N, Z)

首先，本研究工作基于 885个原子核电荷半径实验

数据进行留一交叉验证，即某一个待预测原子核电荷半

径是由除其本身之外其余所有实验数据基于RBF方法

确定的光滑函数    来预言。换言之，从 885个已

测量的核电荷半径数据中选取 884个数据获取   ，

用得到的    再计算目标核的电荷半径。图 1 给出

了RBF方法通过留一交叉验证来改善HFB25和WS*两
个模型的计算结果与实验值的偏差，可以看到RBF方
法大幅度地降低了两个模型结果与实验值的偏差，其

中 WS*模型计算结果的均方根偏差降低了 22.7%，

HFB25模型计算结果的均方根偏差降低了28.0%。其次，

基于 885个实验数据进行RBF拟合得到    ，然后

用得到的    值再预言 144个新测量的原子核电荷

半径，其中 129个新的实验数据来自文献 [25]，另外 15
个新的实验数据基于文献 [25]中的式 (1)和 (2)结合参考

文献 [53−58]提供的均方电荷半径之差计算得到，其得
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N=100

181,183,185Hg

到的均方根电荷半径和不确定度在表 1中列出。图 2呈
现了HFB25和WS*两个模型及其RBF方法改善后的预

言结果与 144个最新实验值的偏差。可以看出，不加

RBF方法修正WS*模型的预言结果要稍好一些，而加

了RBF方法修正后两个模型的预言结果普遍得到了改

善，其中WS*模型预言结果的均方根偏差降低了11.8%，

HFB25模型预言结果的均方根偏差降低了 40.0%。从

图 2(a)可以看到，在中子数   附近WS*+RBF的预

言结果反而变差了，这可能是因为在其附近的

 等核素的形状共存现象导致的。由于WS*模
型没有较好地再现这些形状共存核的电荷半径变化趋势，

因此利用RBF方法训练这些奇特原子核获得的信息可

能会对预言附近核素的电荷半径造成负面影响。
 

0.08

0.04

0.00

−0.04
−0.08

0.08

0.04

0.00

−0.04
−0.08

r
ex

p
−r

th
/f

m
r

ex
p
−r

th
/f

m

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Neutron number

(a)

(b)

WS*   σ = 0.017 fm 

HFB25   σ = 0.025 fm

WS*+RBF(885)   σ = 0.015 fm

HFB25+RBF(884)   σ = 0.015 fm

图 2    144个最新的原子核电荷半径实验值与理论预测值

的偏差 (在线彩图)
(a) 为WS*模型及其RBF方法修正后的结果，(b) 为HFB25模型

及其 RBF方法修正后的结果，红色竖线表示实验值的测量

误差。 
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虽然通过激光核谱学实验可以获取较多核素的同位

素位移数据，进而可以得到相对的均方电荷半径之差，

但是由于部分同位素链上缺少绝对的均方根电荷半径实

验数据，因此得不到该同位素链上均方根电荷半径的实

验值，例如At和Ac同位素链。所以要想基于At或Ac
等同位素链的实验数据检验理论计算结果，就需要将理

论计算的均方根电荷半径转换成均方电荷半径之差。

图 3呈现了   的均方电荷半径之差，其中实心方

块代表基于同位素位移和原子核质量的实验值结合理论

计算的质量位移和场位移系数确定的实验值。图 3(a)中
的空心方块代表WS*模型的计算值，实心圆代表基于

RBF方法训练 885个实验数据后WS*+RBF的结果，空

心圆代表基于 RBF方法训练 1  029个实验数数据后

WS*+RBF的结果；类似的，图 3(b)中给出了HFB25模
型及其结合RBF方法修正的结果。从图 3中可以看到，

WS*模型计算的结果可以较好地再现中子幻数  

引起的突变行为，然而这种突变行为在RBF方法修正

后却消失，这可能是因为在   同位素链附近的其它同

位素链上    之后的实验数据缺失造成的；HFB25
模型及其RBF方法修正后的结果都没能再现中子幻数

 引起的突变行为。从图 3中还可以看到，在中

 

表 1    15个新的原子核电荷半径实验数据及其误差*
 

Z  A  δ < r2 > /fm2     ∆δ < r2 > /fm2     rexp   /fm ∆rexp   /fm

19 52 0.790[53] 0.14 3.548 0 0.019 7
46 112 0.352[54] 0.012 4.594 8 0.003 0
46 114 0.475[54] 0.011 4.608 1 0.002 9
46 116 0.560[54] 0.020 4.617 3 0.003 5
46 118 0.632[54] 0.035 4.625 1 0.004 6
49 128 0.630[55] 0.090 4.683 3 0.009 7
49 129 0.691[55] 0.088 4.689 9 0.009 7
49 130 0.741[55] 0.098 4.695 2 0.010 7
49 131 0.747[55] 0.098 4.695 8 0.010 7
76 194 0.034[56] 0.035 5.415 7 0.003 6
76 196 0.177[56] 0.055 5.428 9 0.005 3
77 196 0.160[57] 0.030 5.411 6 0.105 8
77 197 0.230[57] 0.020 5.418 1 0.105 7
80 207 0.503[58] 0.035 5.492 3 0.004 4
80 208 0.624[58] 0.044 5.503 3 0.005 0

*第一列代表质子数，第二列代表质量数，第三列代表均方电荷半径
之差，第四列代表均方电荷半径之差的误差，第五列代表原子核均方
根电荷半径，第六列代表原子核均方根电荷半径的误差。
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(在线彩图)
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(a) 为WS*模型及其RBF方法修正的结果，(b) 为HFB25模型及

其 RBF方法修正的结果，红色竖线表示实验值的测量误差。

(备注：由于HFB25模型没有给出   的计算结果，但是实验

上测到了   的电荷半径，因此HFB25模型结合径向基函数

方法的训练集比WS*模型少了一个数据点。
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=110∼118

Po109,111,113,115,117,119

子数    附近WS*模型经过RBF方法训练 1 029
个实验数据修正后的结果要比训练 885个实验数据的结

果偏好，HFB25模型也呈现了类似的结果，这可能是

因为实验数据中新增加了   的均方根电

荷半径带来的有利影响。

Z=96

N⩾8, Z⩾8

由于实验上很难测到超重区原子核的电荷半径，目

前原子核电荷半径实验数据只包含到质子数   的同

位素链，因此基于理论模型预言超重区域原子核电荷半

径显得尤为重要。图 4给出了HFB25和WS*两个模型

基于 RBF方法训练 1 029个原子核电荷半径实验数据

(   )后修正值的绝对值等高线图。从图 4可以

看出，RBF方法对于WS*模型在超重区域的修正值大

部分可以保持在 0.1 fm以内，而对于HFB25模型在超

重区域的修正值大部分都超过了 0.1 fm，这表明HFB25
模型在描述超重核电荷半径方面有待进一步提高。这些

信息对于分析模型误差以及进一步改善原子核电荷半径

的预言精度非常有用。
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图 4    HFB25和WS*两个模型基于 RBF方法训练 1 029
个原子核电荷半径实验数据 (   )后修正值的

绝对值等高线图 (在线彩图)
  

3    结论

S (N, Z)

S (N, Z)

At

结合RBF方法，有效地提高了HFB25和WS*两个

模型预言原子核电荷半径的精度。首先，基于 885个原

子核电荷半径实验数据进行留一交叉验证，使WS*模
型计算结果的均方根偏差降低了 22.7%，HFB25模型计

算结果的均方根偏差降低了 28.0%；其次，基于 885个
实验数据进行 RBF拟合得到    ，然后用得到

 的值再预言 144个新测量的原子核电荷半径，

其中WS*模型预言结果的均方根偏差降低了 11.8%，

HFB25模型预言结果的均方根偏差降低了40.0%。此外，

基于   同位素链的均方电荷半径之差实验数据检验发

现，在实验数据匮乏区域，使用RBF修正方法可能会

降低模型的预言精度；而随着实验数据的增加，RBF

修正方法会提高模型的预言精度。最后，本工作还研究

了RBF方法对HFB25和WS*两个模型在超重区域预言

值的修正程度，结果发现RBF方法对于WS*模型在超

重区域的修正值大部分可以保持在 0.1 fm以内，而对

于HFB25模型在超重区域的修正值大部分都超过了 0.1
fm，这表明HFB25模型在描述超重核电荷半径方面有

待进一步提高。
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Nuclear Charge Radius Predictions with the
Radial Basis Function Approach
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(1. Department of Physics, Guangxi Normal University, Guilin, 541004, Guangxi, China;
2. Guangxi Key Laboratory of Nuclear Physics and Technology, Guilin, 541004, Guangxi, China;

3. School of Physics, Beihang University, Beijing 102206, China)
Abstract:   Accuracy and predictive power of two global  models to predict  nuclear charge radius are significantly improved
combined  with  the  radial  basis  function(RBF)  approach.  The  root-mean-square(rms)  deviation  of  Skyrme  Hartree-fock-
Bogoliubov(HFB25) model  is  reduced from 0.025 to 0.018 fm, using 885 experimental  data  of  the nuclear  charge radius to
leave-one-out cross validation, the rms deviation of a formula proposed based on the shell  correction energies and deforma-
tion parameters given by the Weizäcker-Skyrme(WS*) nuclear mass model is reduced from 0.022 to 0.017 fm. For the latest
144 experimental data, the rms deviations of HFB25 and WS* models combined with RBF approach are only 0.015 fm. With
the RBF approach, by studying the correction degree of prediction values of HFB25 and WS* models in the superheavy re-
gion, it is found that the correction degree of WS* model in the superheavy region can be kept within 0.1 fm, while the correc-
tion degree of HFB25 model in the superheavy region is more than 0.1 fm. This is very useful for analyzing model errors and
further improving the prediction accuracy of nuclear charge radius.
Key words:  charge radius; radial basis function; root-mean-square deviation; superheavy nucleus
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