
第 18卷 第 4期 

2001年 1 2月 

原 子 棱 物 理 评 论 

uclear Physics Review 

V01．18，No．4 

Dec．，2OOl 

文章编 号 ：1007--4627(20,91)o4—0232—06 

盯Rb：的奇怪简并与低激发惰性 

气体表现 的 Yangian结构 

白承 铭 ，葛 墨林 

(南l升大学数学研究 所理论物理研究室 ．天津 300071) 

摘 要：指 出 Rb 蒸汽实验中出玩的奇怪筒茅态应 当用 Yangian描述，并推广这一概念进一步建 

议用 加压 的低 激发态惰 性气体 实验检验 与 Yangian有关 的谱． 
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1 量子张量空 间 

在 量子 力学 中，状态用波函数 (或态 矢量 )描 

述 ，即 l )是希尔伯特空间的矢量 ，它的空间记为 

y．1 >描述的是单粒子行 为．如果描述两个有互 

作 用的粒子态 ，即 l )，则 为量子 张量空 间 ，记 为 

y@y．原 则上 l q,-． )与 f >，J !)是 弛立的．当 

f ． >可 以用 f )和 J )的知识 表 达 出来 时 ，原则 

上可以解 l >相应的本征值问题 ．当然这要看互 

作用哈密顿量的具体形式．但这时 @1，这种张量 

空间仍表现出不 同于 y 的性质．为 了说明这个 问 

题 ，举 Beite—Rabi哈 密顿 量的例子．这时 

易得 

H BR— ·s+ xks3 ， (1) 

其中 为自旋 11'2矢量 ， 为硷金属原子核的自旋 

K =K(K+1)，k—K+1／2，z表 示外加 沿 2轴恒 

磁场．其物理 图像为外层电子在外磁场作用时受到 

核 自旋 K 的影响，即在 j-)耦台时的Zeeman效应． 

这个问题的严格解很 易求得．由于 与 m—K + 

守恒 ，可 引入 两个 独立 态 (能量态 )： 

q 一K，m )告， )， 

一
。 

， +告)『吉，一吉)． (2) 

f )1 
从而在 一 l基底下，哈密顿量 H 可写为 

Id )J 

H 一一}+专[( 一 ) 一 
、压『=二_ J ]， ({1 

其中 —f ， 一『 0 】为泡里矩阵．易将 

√( + 1) 一 l 

／ 
1、 

一  

J 

(4j对 角化 ，得 

(3) 

E (僻． )H U(‰) 一 H矗 (％)． 

(％ )一 U (‰ ) ⋯ ， (5) 

其中 为守恒量．故 ” 与相应哈密顿量表示中特 

别标 出对 m 的依 耪性 ，且 
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中 ( ) 
(c。s等 > n譬 

(sin )I-,)+(c。s警) 

E一一{一 

其 中 c0s 一 ：rk_--一rn
．  

一 (1+ l-。) + 2a-ink． (8) 

从(3)可 以看出 K·s作用在 中上而 ．将 )与 、 

混合起来 ，从而影响了进动频率 ．．这种混合并不 

是由 G系数决定的，从而不是通常的李代数的本 

征态．事实上 K· 项是典型 J耦合，而scks 项可 

视为蜕化的 工一S耦 合(见以后的讨论)，所 以(1)式 

实际是介乎 — 与 工一s耦合的蜕化情况．处理这些 

问题 的特点是 ：整个量子空间不能再简单地分解为 

对角块形式(像李代数表示分解那样)，而是存在非 

对角元，从而需要处理整个张量空间． 

当 自旋 为 l时 ，张量空 间 表现 出特 殊效 虚．将 

(1)式推广 到 

H — K -5 + zks ． (9) 

其中 S 一S(S+1)，S— l 一个重要的实验事实是 

在 z一± 1(即磁 场 特 殊 值 )时 Zeeman效 应 消失 ． 

这在量 子 向量 空 间是无 法理解 的 ：加 了磁 场 ，谱 线 

表 1 

便应当分裂 ，为什么在某些磁场值时它反而不分裂 

呢?以后会看到，在谱线分裂时，随着磁场的不同， 

存在一个向量空间与张量空间的竞争过程 ，在某特 

定磁场值 ，它们恰好平衡 ，因而已分裂的谱线反而 

又“缩 回到一个点 “．而这种描述肯定会越 出李代 

数 ．从 而需 要 Yangian ’31． 

2 Happer奇怪简 并 

在文献[4]中报告了有关 Rb蒸汽的实验．在 

约 220C，外加磁 场大约在 0．15 T 并加 压力 时 ，形 

成 Rb：即 spin—dimer的硷金属“分子”，此时由于 

核矩为 K一2k，而 S一1(洪德法则)忽略核矩互作 

用 ，故本征 态应为 (G—K+5，G G(G+1))G—K 

1．K，K 1三种态的线性组合，由于 K 与 G。一 

为守恒量 ，故可用 固定 m 与 K 标 志态．因 而原则 

上有 三旗本征 矢 ： 

爿  一 E⋯g,- ． (10) 

Happer求解了(10)，发现有三旗类型的解 ：OfT，口。 

与 ％ ．相 应 的能量 E，>E。>岛 ．而当 一 _-'1-1时 

En一 1／2，即这族对应的能量与 无关，H — 

l／2 a⋯ 简称为 Happer简并．a。即为奇怪简并 

态．这 种 “Anti—crossing”奇 怪 简 并 已 获 实 验 支 持． 

Happer的结 果给 在表 l中．由表 1可 以看 出 H 总 

共 有 (2K+ 1)个 对 应 于 E 一 一 1／2的 本 征 向 量 ． 

G=K+1 G K c=K一1 3 集 台 丁 集台 羹 台 

卅 =K + 1 

卅 K 

K l 

埘 一 K +l 

K 

K 一 】 

它ⅡJ皆由 G—K+1，K， l的态(水平虚线 )组台 

而成．在 D集合中，不存在具有 —K+l和 w一 

一 K的态 (当 一一l时 ，不存在 具有 ” 一 1和 

一 K 的态 )．亦 即在 一  + 和 ⋯  一 之 间任 

意具 有 m— K 的 G—K+1与 G—K 两 态 的线 性 

组合不属于 D集合．除了 D集合(具有简并)，还有 

另外两个集台 ，即没有简并的 1 集合与 B集合 如 

果 我们将 D，7 与 看成三个“方 向”，那么 D“方 
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向 ”代 表 的 是 简 并 态 的集 台．虽 然 Happer在 文 献 

1]中进行 了很好的讨论，但是仍然有下面 比较本质 

的问题没有得到解释Ⅲ： 

· 这种奇怪的简并为什么只发生在 S一17 

· 这些奇怪的简并态用什么区分? 

· 解除这种简并 的算子的性质? 

这些都是没解决的问题，本文将予初步的回答． 

3 描述 ttap0er简并 的算子 

Yaagian 

先回忆在通常量子力学中建立李代数的结构的 

过 程．设 有态 1K，K )(K fK，K )一K !K．K；))， 

它 有 (2K + 1)个 态．给 定 态 ⋯ ． IK、 一 l>、 

I ，K >，I ， a+1)，⋯、我 们需 要 引入 算 子 

， 使得对任意 

K：IK ，K3>≈ fK，K3± 1)， (11) 

而且保证 K+fK，K)一0，K I ，一K、一0．给出 

这些态堆简单 的办法就是对给定 态猜 出 K (Jz升， 

下降)算子，然后计算 ， 的对易关系．如果封 

闭 ，即形成代数 ．从而确定 出SU(2)代数关系． 

现在 对 表 l重 复 这 一 过 程．这 里 特 别 之 点 是 ， 

在表 1中 ，例如对 X--1，对 m≤ lK一1I，n。为 3种 

态组合． 一± 为两态组合 ．而 m— fK+1 f则无 

组合．另 个特殊点是 ，对 X--1，m--K+1的态与 

一 一  的 态不 是 的本 征 态 ，即有“断开 ”现 象． 

这 与(11)是 完全不 同的 ． 

因为描述态“断开”集合的上升一下降算于绝 不 

会是李代数算子． 

(1)首先可证 明形 如 (日，b为常数 )aS 6K±的 

算于不可能保证在 中起升降算子作用 

(2)进一步计算 可证 明，保证上述要求 的上升 

算子为 

J一一 ( + K + 1)G + aS一十 

1 

6K++ ÷(s3K十 s+K。) 

一 ( _-K + 1)G++ ，一 ( 6) ． (12 

其 中 d一 ，b d一 (K + 1j 

G+一 K ++ S一 ． (1 3) 

注意 一 )不依赖于 而 

．，一一 一 (m + K )G一+ cS一+ 

dK 一 {(s3 一一s K ) 

一 一 (m + K )G + J一 (c．d) ， (14) 

其中 c一 +吉，d—c— K． 
G一一 K 一+ S ． (1 5) 

注意 相 当于 口中做 替换 — +1，再反 符 号 (它 

有表示论的根源)，且(6 n)与(d—c)不依赖于 m． 

(3)可 以 验 证 对 一 1，J+ l m--K>一 0， 

+ I Ⅲ_一  )一0，即 自动 断 开． 而 对 — l， 

， I 一一 >一0，J I o一 +：)：0．由于标 号的 差 

异 ， 一1的 。，+(．，一)可视 一一1的 J一(J+)的厄 米 

共轭 ． 

(4)考虑一般算于形式 

J— G + ， ， (16) 

d = + 一÷ ×K ， (1 7) 

其中 、̂ 与 7为任意常数．显然 ，当 一y一0，且作 

用于向量空间的话 ，则只有 G起作用 ，如果 ^与守 

恒量子数无关，将蜕化为李代数(SU(2))．而 J 为 

与 s的线性叠加与张量空间的组台．可证 J 满足 

的 对 易 关 系是 非 线 性 的 ，称 为 Yangian(现 在 是 与 

SU(2)有关 的 Y(SU(2)))口]．而 Ĝ称 为平 移项 ：任 

意 Yangian(J，)作平 移后 仍满 足 Yangian对易 关 

系 ．Yangian是李代数的推广 ，堆早由 Drinfeld引 

入 一．Y(SU(2))的表示论 由Chari—Pressley给出 ． 

形 如(1 6)，(1 7)简单形式的仔细讨论及其在氢原子 

中的应 用见 ． 

由于 “，b与 ，d系数不同，说 明 集合不是 

Y(SU(!))的表 示．但有 趣 的是 当 y一1／2(K一 

1 时 ，由 Yangian表示论 。知道表 1中 G=K-4-1的 

列 矢量为其不可约 于表示．而当 —y一 1／eK 时 ， 

G--K l列矢量则为 于表示．因而 可 以提 供 观测 这 

种 Yangian效 应 的可能性 ． 

4 S一1时才会 出现奇怪简并的原 因 

如果只考虑线性空间，即李代数 的组合 ，只能 

有 “5：+bK：的线性组合形式，因而可以有一个独 

立参数 b／．．但 当存 在 张量 项 S×K 后 (见 (1 7))，d 

与 b变为两个独立参数．另一方面在 中，由于 s 

一 1，故顽有三个态的线性组合(见表 1)，去掉归一 

化 常数，也有两个独立参数 ，因此一般情况下 ，确 

http://www.cqvip.com


第 4期 白承铭等 Rb。的奇怪简并与低融发惰性气体表现的 Yanghn结构 

定态 中不 同 m 的 上升 ，下 降算 子 中 的 “与 b的 

方程个数与未知参数个数 一样 可以解 出．故可用 

Yangian描述．因为 Yangian实现 中允许有若 干独 

立参数 。”一，对两角动量系统恰为两个． 

如 果 S> l，则 方 程 个 数 太 于 2．一 般 没 有 解 

(当 S一1／2，即 Breit Rabi模型为蜕化情况)，值得 

强调的是从三态组台 (见表 1)确定的上升、下降 

算 子 (即决 定 n，b)，当 212：1，外 推 到 作 用 于 

。 ．一  时会 自动 为零 ，但 同样 b的 J 作 用于 

一  时 ，蜕 化 为 二 态 组 合 ％． ，进 一 步 

d+ 一0．这种 自动保证 的外推机 制也显示 了引 

入Yangian算子不会是巧台 对 22一一1也有类似情 

况．同时 一6)不依赖于 也与表示论相符． 

5 测量 一±1时的 Yangian效应 

既然在 z一-4-l有奇怪简并，而这些简并态由 

l，+(口，6)．1，一(c， )( 一± 1)区分 ，那 么如 何 解 除 

这种简并呢?观察上升算子 l，一．将 ，+作用在表 1的 

G—K+ l列 矢 量 { j(共 2K+ 3个 态 )，计算 

表明 ． 

1， {go- )--0，(对 任意 )． (18) 

d+{go- + )一 (K + + 1)(；+ { + )， 

(19) 

这就是说 ，如果将( + +1)G。(非线性作用 )作用 

于列矢量 { ． )(李代数态 )J二，其效果 与 l，一作 

用 类似 ．在 P 一( KT1)G 中 m 的出现 表示 了 

非 线 性性 质 ，要 记住 态 的 “历 史 ”．在非 线性 模 型 中 

引入上升、下降算子时．这种现象是必然的 ．它在 

实验中表明谱线强度与 m有关，不再是均匀的，而 

是依赖于从哪个态跃迁． 

由(1 5)，表示论 表明列矢量 一． 为不可约 

子 空间．而 

l，{ )一 0，(对 任 意 z)， (2O) 

J— i 一 )= (K + 1；e1)G { 一 }，(21) 

它有(2K—1)个态+且强度依赖于(”? K)． 

因此，解际 J一={ L 简并态的后果是“跃迁” 

与。辐射”并不对 称 ， 谱线个数不同，强度也不 

同．更 有 趣 的 是 mg-a 的 效 应 可 以通 过 态 矢 量 

{ +t )与 算 子 P 一 ( + _L1)G一描 述 “跃迁 ”， 

而( )与 Q 一一(m—rK)G 描述”辐射”，它们 

不 同，因而 跃迁 ”、“辐射”具有不对称 ，或方 向性 + 

6 惰性气体原子的低激发态 

一  复J： 三 ?f j．cz 
He．go"一等(1+̂) 1∞· 
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tan号一 ． 
于是 形如(23)的哈密顿(它介于 J与 s耦合之 

间)的谱即可决定出来 ，与实验的比较见文献[7]． 

现在考虑向 自旋为 l的推广，即(23)式 中 S一1． 

7 低激发态惰性气体准分子的本征态 

考 虑首先将惰性气体激发到( 一1)S态 ，再加 

压力 ，类似 Rb 实验 ，可以设想此时形成总 自旋为 

l，空穴自旋亦为 t，但核 自旋可为任意(实际上是核 

壳层为饱和剩余 自旋的两倍)．这时可能形成其激发 

态的 准分子．由于 自旋 部 分与 径 向部 分 可 以 分离 变 

量，所 以可以单独考虑 自旋部分的哈密顿量对角化 

问题．为了更一般的讨论 ，我们引^哈密顿量 

H 一 吐 ·S一 胚 ·S，( = p／c~)． (29) 

其 中 K 代表核 自旋 ，S 一S(s+1)中 S一1即 自旋 

为 1，而 L代表另一种 自旋 自由度 ，可为任意值．为 

寻求 (29)的本征值与本征态，我们引入态矢量： 

(y ，口)·¨)Z ， (30) 

其中 y(“
， )： “L + 口K + 工 × ， (3lj 

也即是 Yangian算子 ，其中参数 “与 将 由 
= E (321 

的本征值方程确定．H一(“ ，“ ， )为 白旋为 l的 

旋量 ： 

一  0 一  

0

一  ㈣  

【0 J f0 l1 

Z 为 G 一G(G+ 1)(G= K+L)的本 征态．注 意 由 

(29)易知 K 与 是守恒 的．引入 

= (L ·H)Z ， 

2= ( · )̈Z ． 

一 i((L × K)·H)Z ． (34) 

也 即 引入 (31)中分 别沿 L， 与 (L×K)三个 独立 方 

向的态矢量 (这个形式首先是 由 F．Dyson引入的)． 

以它们为基 ，经过计算就可表为矩阵形式 

I 0 卢1 

H 一 『 0 『． (35) 

c 。+ 卢J 

其中 ，卢为(29)中的参数 ，且 

一 口(L· )+ 卢K(K + 1)． 

y= t9(L ·K)+ ， (， 上 ¨ ． (36) 

求 H 本征值，即求 ,：letlH EI一0的解时，在(36 J 

中出现 L· 项 ，它 与哈密 顿量不对 易 ，它 也不是守 

恒量 ，故须要求它前面系数为零 ，从而得到 

e = 吉(1+ )，(e一 ， =罢】． (3 ) 
从而 由本征 值方程可 解 出 ： 

一  
． (38) 

取 口一 K + 1
， (39) 

则得到 E
一  (L + K + 1) ， (40) 

它仅 当 n
—
K + 1

，

卢= L+ 1 (41) 

时成立 ．也就 是说 (29)当参数选 为(41)时有严 格 

解．如 果 ，_一 1，则 E=t／eg+1，亦 即除 了零 点 能 

之 外 ，其 能量 正 比于核 的 自旋 (现在 K 应 为惰性 气 

体原子 的核剩余 自旋 的 2倍 )． 

在设想的低激发惰性气体准分子实验 中，唯象 

参数 一̂P／．应当依赖于外加压力 尸．如果达到适当 

的 ，使 得 

(Po)一± i (42) 

时 ，便将tt：l现形如 (39)的谱线，因而(39)在实验 中 

是可 以检验的． 

8 P波液氦超 流转动性质 的半唯象描述 

形如t29)的哈密顿量也可代表一个 S=1的相 

对角 动量 L一1的 P 渡“对 ”．而 K 可 以理解 为该 对 

的质心的轨道 角 动量．如 果忽略对 间互作 用 (即很少 

激 发时 )．则 系统总 哈密顿量为 
～  

H⋯一=一 ：{aK，+肚 )·S，， (43) 
1 

其巾S 一1，L=l_而 K 为任意角动量 ，当唯象参 

数 满足 (57)时 ，总 能量 

E 。I≈  (K + 2)． (44) 

(44)式的右端实际是转动态的总角动量．也就是说， 

此时转 动 态 能量 与 角 动 量 成 正 比，而 不 是 K(K+ 

¨．这个描述粗糙 ，但与 BEC凝聚行为的实验大体 

相符 ，当然．这个结论也与用李代数处理非线性模 

型的结论一致 ． 

崮 而描 述量 子 张量 空问 的 Yangian可 望帮助 我 

们了解更多的细致的量子力学现象 ，而有些现象 以 

前用李代数是难以理解的． 

9 结论 

通过 以上例子，我们看到量子张量空问中由于 

两个单个空间的波 函数有很多的重叠 ，会表现出与 

维普资讯 http://www.cqvip.com 
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单独空间不同的性质．在探求严格解时会发现它与 

微扰 论 有很 大不 同．类 似描述 单 个 向量空 间 引人李 

代数 ．描述这种能量空间的最简单方式就是将李代 

数 推广 为 Yangian (它 在 向量 空 间 中即还 原 为 李 代 

数 )．Yangian的特 点是包 含李代数 生成元 的直 积并 

且还包含两个任意参数．它们在可积格点模 型中实 

际代表不同格点 自旋态间相差的相移(亦即在周期 

边条件时的一维动量)．这种将相移与自旋结合在一 

起 的解 正是非线性可积模型 的特点．同时在 gan— 

gian中 只有两个 空 间的算 子 直乘 ，表 明使用 于 多体 

互作用可以分解为两体互作用时，Yangian才能适 

用．Drinfeld已 il iH，在杨一Baxter框架 下 ，多体 (多 
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Abstract： We show that the degenerate state appear[ng in the experiment。f the c。ndensed vaD0r。f 

”Rb2 can be described by Yangian．Furthermore，the model for three angular momentum system is solved 

through Yangian that Call be checked by the experiments for lower excited states of Inert Gas atoms under 

pressure． 
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