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单峰高斯分布适应面上的误差阈*

冯晓利,李玉晓
(郑州大学物理工程学院,河南 郑州450052)

摘暋要:在Eigen的单峰适应面模型基础上,提出了生物体的适应值为高斯分布的随机适应面模

型。利用系综平均的方法,计算了在单峰高斯分布适应面上准物种的浓度分布和误差阈。结果表

明,对于小的适应面涨落,准物种分布和误差阈与确定情形相比变化极小,误差阈对于小的涨落是

稳定的。然而,当适应值涨落较大时,从准物种到误差灾变的转变不再明显。误差阈变宽,并且在

涨落增加时向大的突变率方向移动。
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1暋引言

自Eigen[1]提出自复制分子模型以来,对准物

种演化的研究引起了人们的极大关注。在 Eigen模

型中,复制个体由化学容器中的生物大分子序列来

表示;假定存在一种恒定的流来提供原料并且移去

反应产物,以保持体系总浓度恒定;各分子类型的

适应值由它在体系内单位时间所复制后代的数目

(复制速率)来表示;复制过程中只存在点突变,并

且各个复制位点具有相同的突变概率。模型中,突

变和选择是两个相联系的过程,因此 Eigen模型又

称为耦合的突变选择模型。另外一种由 Crow 和

Kimura[2]建立的模型,认为突变和选择是两个平行

的独立过程。该模型也得到了广泛的研究[3,4]。

暋暋目前,大量的研究工作主要集中于静态适应

面[5,6]。在简单的单峰适应面上,Eigen模型得到两

个显著的特征:当突变率足够小时,群体形成由突

变型序列紧密围绕在主序列(野生型)周围的一种分

布,即“准物种暠;当突变率超过某个临界值时,群

体就散布在整个基因型空间,每种分子序列等概率

出现,该转变点即所谓的“误差阈暠。这两个特征在

许多不同适应面上[3,7—11]也得到了证实。误差阈特

性已经用来理解真实生物体的演化[12,13],对误差

转变理论的应用也有一定探讨。最近几年,对于时

间依赖适应函数和动态适应面的情形也有一定研

究[14—16],并建立了一套能够在周期适应面上定义

和数值计算准物种的方法。事实上,实际的生物体

系常常受到外界环境变化的影响,而这种变化在很

多情况下是无法控制和难以预测的,通常是随机

的。因此,在某种程度上,生物体的适应值也呈现

一定随机行为。

暋暋为说明适应面的涨落(环境噪声)对生物分子平

衡浓度分布及误差阈的影响,本文中假定适应值服

从高斯随机分布。从统计的观点,我们给出并分析

了系综平均的准物种分布和误差阈的数值模拟结

果。我们更为关注的是平均误差阈的一般特征。

2暋模型与公式

暋暋生物体产生后代的过程可以看作是一定核苷酸

序列的宏观大分子的复制过程。正如在 Eigen模型

中,体系的分子是由长度为n 的字符序列表示,每

个字符可取毷类不同的字符。在DNA或RNA结构

中,毷取4种不同类型(G,A,C,T/U),为简单起

见,这里毷取2,仅仅区分嘌呤(R)和嘧啶(Y)。我

们考虑突变完全来自碱基替换(点突变),则可能的

序列总的数目为 N =2n。假定群体数目很大并且

保持恒定。我们用Si(i=1,2,……2n)标记第i
种类型序列,用xi表示序列Si的浓度,则突变选择

方程可写为
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dxi

dt =暺
N

k=0
Wikxk-[Di+毜(t)]xi, (1)

其中 Wik是复制速率矩阵元素,可写为

Wik =AkQik, (2)

这里 Ak是第k 种类型的分子复制速率,(Qik)表示

突变矩阵,Qii表示完全正确复制Si的概率,Qik表

示由于复制Sk而得到Si的概率。单个位点的复制

精度q(0曑q曑1),表示正确复制一个字符的概率,
并且假定q对序列中所有位置都是相同的,则突变

矩阵给出:

Qii=qn, (3)

Qik =qn-d(i,k)(1-q)d(i,k) 暋(i曎k), (4)

其中d(i,k)是序列 Si和Sk之间的 Hamming距

离,它表示序列Si和Sk所对应的不同字符的数目。

Di表示序列Si的死亡率,为简单起见,假定 Di=
D。由于对每种分子序列,相同的D 值使得总体系

的平均适应值产生一定平移,而并不改变群体的相

对浓度分布。为此,我们取D =0。毜(t)是为保持

总浓度不变而引入的稀释流,可由条件暺
i
dxi/dt=0

确定。

暋暋方程(1)是非线性的,可通过适当的线性变换

去掉非线性项而直接得其解[17]。引入变量z(t):

z(t)=exp(曇
t

0
毤(氂)d氂)x(t), (5)

将方程(5)代入方程(1)得到线性方程:

dzi

dt=暺
N

k=0
Wikzk, (6)

W 矩阵的所有元素都是正的,其最大本征值对应的

归一化本征矢即为稳态时不同序列的相对浓度。由

于x(t)和z(t)只差了一个标量因子,于是x(t)可
表示为

xi(t)= zi(t)

暺
N

k=0
zk(t)

, (7)

矩阵Q 的维数随n 的增加成指数增加,这使得数

值解和解析解都很难处理。正如前面所述,我们按

照所有序列与主序列的 Hamming距离将其归类,
将 Hamming距离为i的所有序列总和归为突变类

Ii(i=0,1,……n)。这样,所有序列可分为n+1

类。我们假定同一突变类的序列具有相同的适应值

Ai,并用yi表示突变类Ii的相对浓度,则方程化简

为

dyi

dt=暺
n

k=0
AkQ曚

ikyk-fyi, (8)

相应于毜(t),f 的引入是为了保持总浓度恒定,于

是f(t)=暺
n

k=0
Akyk。Q曚

ik是从Ik类到Ii类的突变概

率,其表达式为

Q曚
ik = 暺

lmax

l=lmin

kæ
è
ç

ö

ø
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l
n-k
i-
æ

è
ç

ö

ø
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l
qn-k-i+2I(1-q)k+i-2l,(9)

其中lmin= max{0,k+i-n},lmax= min{k,i}。

暋暋在我们的模型中,所有序列的适应值都假定为

高斯随机变量。对于主序列,其概率分布为

P(A0)= 1
2毿氊2

0

exp -A0-a)2

2氊
é

ë
êê

ù

û
úú2

0
, (13)

其中平均适应值为a0,方差为氊2
0。对每一类突变

体,满足以下相同的概率分布:

P(Ai)= 1
2毿氊2

1

exp -
(Ai-a1)2

2氊
é

ë
êê

ù

û
úú2

1
, (14)

其中平均适应值为a1,方差为氊2
1。模型中,假定主

序列的平均适应值比突变体的平均适应值大。不失

一般性,并便于和单峰适应面模型情况进行比较,
取a0=10,a1=1。

3暋结果与讨论

在确定的单峰适应面模型中,序列长度与误差

阈成反比的关系[10]。在数值模拟中,为便于比较,
序列长度取为n=20。对给定适应面的一个实现,
每一个突变类序列获得一个不同的随机适应值。我

们进行了1000或10000次随机抽样并进行了系综

平均。适应值涨落的强度可由氊0/a0 和氊1/a1 表示。
为了得到准物种和误差阈在高斯随机分布适应面上

的变化,我们从小到大地改变氊0 和氊1 的值,计算

了平均准物种分布和平均误差阈。
为此,首先给出在确定适应面情形下不同类型

分子的相对浓度。在图1中,适应面为单峰适应面。
数字0代表主序列,数字1,2,3,…分别代表突变

类1,2,3,…。很明显,误差阈位于1-q曋0.11。
我们感兴趣的是平均相对浓度和平均误差阈随
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适应面涨落强度的不同如何变化。数值模拟表明,
当分布宽度较小时,平均浓度和误差阈与确定情形

相比变化很小。这可在图2中看到,其中分布宽度

为氊0=0.1和氊1=0.01,其余参数保持不变(在这

种情形下氊0/a0=氊1/a1=0.01)。这表明浓度分布

和误差阈对小的外界涨落是稳定的,临界转变点在

误差阈处是稳定的。

图1 在单峰适应面上,不同突变类在平衡态的相对浓度分

布随单点错误率 (1-q)的变化关系

参数:n=20,a0=10,a1=1。

图2 在单峰高斯分布适应面上,不同突变类在平衡态的相

对浓度分布随单点错误率 (1-q)的变化关系

参数:a0=10,氊0=0.1,a1=1,氊1=0.01。

暋暋当分布宽度增大到与平均适应值a0和a1可相

比的值时,群体浓度从准物种分布到随机分布的转

变点不再明显,平均误差阈变得平滑并且向较大值

有一个明显的平移。这可由图3说明,其中氊0/a0

=氊1/a1=0.25。当涨落再增大时,体系变得不稳

定。由于分布宽度太大将会出现负的适应值和负的

群体浓度,这对我们的研究没有意义。利用截尾正

态分布,得到的结果与图3类似。
为了更清楚地看到高斯分布宽度对浓度分布和

误差阈的影响,图4给出了单个突变类(Ii=10)序
列在不同分布宽度下的浓度曲线。可以看到,与确

定情形相比,只有当分布宽度较大时,平均浓度在

误差阈附近的变化才比较明显,它随着突变率的增

加缓慢地达到最大值。而在远离误差阈的区域,平

均浓度和确定情况下的浓度几乎没有差别。这表明

在误差阈区域以外,浓度分布对于适应值涨落仍然

是稳定的。

图3 在单峰高斯分布适应面上,不同突变类在平衡态的相

对浓度分布随单点错误率 (1-q)的变化关系

参数:a0=10,氊0=2.5,a1=1,氊1=0.25。

图4 在两种不同适应面上,与主序列的 Hamming距离为

10的突变类在平衡态的相对浓度分布

参数:n=20;—a0=10,a1=1;潹a0=10,a1=1,氊0=

0.5,氊1=0.05;潿a0=10,a1=1,氊0=2.5,氊1=0.25。

暋暋为了理解误差阈作为相变的性质,并更好地比

较浓度分布和误差阈在随机的和确定的适应面情形

下的不同之处,我们引入序参数 m。另外一种表示

方法可由群体与主序列之间的平均 Hamming距离

暣d暤给出,这里暣暤表示在平衡态对群体的统计平均。
它们之间的关系为 m=1-2暣d暤/n 。在m=1,群

体完全由主序列构成;在m=0,群体变得完全无

序,每个序列以相同的概率出现;在m=-1,群体
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完全由主序列S0的互补序列Sn构成。

暋暋图5给出了序参数作为单点突变率的函数曲

线。对于小的分布宽度,序参数几乎与确定的情形

重合;对于大的分布宽度,序参数在误差阈处连续

地变为0,表明适应值的涨落对误差阈有较大的改

变。因此,相变只有在涨落较小时才存在,涨落较

大时,相变消失。

图5 在两种不同适应面上,序参数在平衡态下的分布

参数:n=20,a0=10,a1=1;潳 表示确定适应面情形,潹 表

示高斯随机适应面情形:氊0=2.5,氊0=0.25。

暋暋按照对误差阈普遍认同的定义,其最显著的特

征是在平衡态野生型(主序列)的浓度变为0。通过

对Eigen方程在稳态解的分析可知,除非在n 曻曓
的情况[18],否则主序列的浓度并不真正为0。因而,
具有相变特性的误差阈只有在n 曻曓时才存在。事

实上,任何生物体的核苷酸序列长度都是有限的。
在本文中,取其长度为20。很明显,对于确定的适

应面,并不存在这样一种等同于相变的误差阈,误

差阈应该处于一个很小的范围之内。对我们的单峰

高斯分布适应面,误差阈区间随着分布宽度的增加

而变宽。

4暋结论

暋暋 由于实际生物体演化的复杂性,特别是外界许

多不确定性因素的影响,我们很难确定其适应面的

函数形式。在Eigen单峰适应面基础上,通过引入

高斯分布的随机适应面,我们计算了它的浓度分布

和误差阈,并和确定适应面模型的结果进行了比

较。结果表明,小的适应面涨落对误差阈的影响非

常小,误差阈在小的适应值变动下是稳定的。然而

在相当大的适应面涨落时,误差阈变得平滑并向较

大值有一定平移,误差阈处于一定的范围之内。
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ErrorThresholdonSinglePeakGaussianDistributed
FitnessLandscapes*

FENGXiao灢li1),LIYu灢xiao
(SchoolofPhysicalEngineering,ZhengzhouUniversity,Zhengzhou450052,China)

Abstract:BasedontheEigenmodelwithasinglepeakfitnesslandscape,thefitnessvaluesofallsequence
typesareassumedtoberandomwithGaussiandistribution.Byensembleaveragemethod,theconcentra灢
tiondistributionanderrorthresholdofquasispeciesonsinglepeakGaussiandistributedfitnesslandscapes
wereevaluated.Itisshownthattheconcentrationdistributionanderrorthresholdchangelittlein
comparingwithdeterministiccaseforsmallfluctuations,whichimpliesthattheerrorthresholdisstable
againstsmallperturbation.However,asthefluctuationincreases,thesituationisquitedifferent.The
transitionfromquasi灢speciestoerrorcatastropheisnolongersharp.Theerrorthresholdbecomesanarrow
bandwhichbroadensandshiftstowardlargevaluesoferrorratewithincreasingfluctuation.

Keywords:quasispecies;errorthreshold;Gaussiandistributedfitnesslandscape
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