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摘　要：运用规范势分解理论研究了 ＤｕｎｎｅＪａｃｋｉｗＰｉＴｒｕｇｅｎｂｅｒｇｅｒ模型中的自对偶方程，得到一个
静态的自对偶ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ多涡旋解，每个涡旋由５个参数描述。发现了自对偶解与拓扑数之间的
关系，而拓扑数由Ｂｒｏｕｗｅｒ度与Ｈｏｐｆ指标确定。同时，也研究了该涡旋解的磁通量的拓扑量子化。
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１　引言
涡旋（涡线）是一个很有趣的物理现象，在研究

凝聚态物理中扮演了重要的角色。从物理现象而

言，它是在物质凝聚体中形成的，例如，流体中的

涡旋；在第二类超导中，当磁场Ｈ超过Ｈｃ时，磁力
线可以穿过超导体内部形成一些管状结构，每个管

内部的磁通量是量子化的，这一现象称为涡线。这

是 Ａｂｒｉｋｏｓｏｖ利用描述外磁场中超导体的 Ｇｉｎｓｂｕｒｇ
Ｌａｎｄａｕ方程预言的，后来被实验所证实。１９７３年，
Ｎｉｅｌｓｏｎ和 Ｏｌｅｓｅｎ研究发现［１］，在２＋１时空中，标
量场与规范场耦合的相对论模型中也存在涡线解。

从纯数学角度看，涡旋是一类拓扑孤粒子，与对称

群的拓扑性质相关，是经典标量场的一类稳定解。

近来，在自旋１／２分量的 ＢｏｓｅＥｉｎｓｔｅｉｎ凝聚体中也
发现了涡旋结构［２］。对于像磁通这样的涡旋其解给

出磁通量量子化的最小单位Φ０＝２πｃ／ｅ，总磁通Φ
＝ｎΦ０，其中ｎ＝±０，±１，±２，……是与Ｕ（１）群的
同伦群π１（Ｕ（１））＝ｚ相联系的。实际上，这个整数
就是涡旋解的映射度。所以，类涡旋的物理现象反映

了时空的对称与整体性质，也就是拓扑性质。

　　ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ形式是纤维丛上的次级示性类，它
在物理学的研究中有着非常重要的作用［３］。早在

１９８１年，Ｓｃｈｏｎｆｅｌｄ第一次将 ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ理论应用

到物理上，得到了所谓的具有质量的拓扑规范理

论［４］。１９８２年，Ｄｅｓｅｒ等［５］在研究２维物理现象时考
虑了所谓的ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ理论，也就是在 ２＋１维空
间中考虑 ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ规范场理论后，发现了许多
新的物理效应，例如，分数角动量和分数统计［６］等，

而且，能够解释量子霍尔效应［７］。１９８９年，Ｗｉｔｔｅｎ发
现 ３维流形中纽结的拓扑不变量分类可以用Ｃｈｅｒｎ
Ｓｉｍｏｎｓ规范场理论的 Ｗｉｌｓｏｎ圈算子的配分函数重新
解释。同时，也发现这种理论提供了３维流形的一种
新的拓扑不变量，并且，通过ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ规范理论
的精确解，他给出了纽结的拓扑不变量与这种新的

拓扑不变量的关系［８］。实际上，ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ规范场
理论来源于４维流形中规范场的ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ第二
特征类［９］———一个拓扑不变量，因此，在研究 ３维
流形的物理和整体数学结构时是应该考虑的。所以，

ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ规范理论不但是研究 ３维空间拓扑特
征的理论基础，而且与低维物理的拓扑性质有着深

刻的联系。ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ规范场与其它场耦合可以得
到各种２＋１维场论模型，当系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ量取最
小值，就可以得到静态的孤立子解，轴对称的孤立子

解即为涡旋（涡线）。研究Ｕ（１）ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ规范场
一类模型时，发现了自对偶ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ涡旋解。例
如，将ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ理论与 ＡｂｅｌｉａｎＨｉｇｇｓ模型相结
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合可得到磁通型的涡旋［１０—１２］，将ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ理论
与非线性薛定谔方程结合可得非相对论的ＪａｃｋｉｗＰｉ
模型［１３］。Ｒ．Ｊａｃｋｉｗ和 ＳｏＹｏｕｎｇＰｉ在研究 ＪａｃｋｉｗＰｉ
模型时得到了一个静态的自对偶 ＣｈｅｒｎＳｍｏｎｓ涡旋
解，满足刘维尔方程。但他们只得到了考虑电子几率

密度ρ≠０的情况。把ＪａｃｋｉｗＰｉ模型推广到非Ａｂｅｌ情
况，即为 ＤｕｎｎｅＪａｃｋｉｗＰｉＴｒｕｇｅｎｂｅｒｇｅｒ（ＤＪＰＴ）模
型［１４］。

　　本文运用段一士教授建立的 映射拓扑流理
论［１５］研究了ＳＵ（２）规范下ＤＪＰＴ模型中ρ＝０处，即
涡旋中心位置的奇点性质，得到了满足一个带有δ函
数项的刘维尔方程的自对偶解。加入δ函数项后应不
改变ρ≠０时的解的形式，但对刘维尔方程积分后δ
函数项会给涡旋解一个约束。这就将自对偶解与涡

旋奇点的拓扑性质联系起来，从而得出一个完整的

带有拓扑信息的涡旋解。利用此涡旋解在全空间积

分可得到涡旋的磁通是量子化的。

２　（２＋１）维映射拓扑流理论

　　近年来，人们发现在物理体系中存在两类守恒
流，一类是Ｎｏｔｈｅｒｌ流，它依赖于物理体系的作用量；
另一类是拓扑守恒流，依赖于物理体系的拓扑性质，

它是自然守恒的。这节中将介绍低维平直时空的拓

扑流理论。

　　设ＭＲ是一个２＋１维光滑流形，局域坐标为
ｘμ（μ＝０，１，２），其中ｘ０＝ｔ∈Ｒ表示时间变量。考虑
一个光滑映射∶ＭＲ→Ｒ２，其中Ｒ２是一个２维欧
氏空间，可得一个２维光滑矢量场

ａ ＝ａ（ｘ，ｔ），　　ａ＝１，２ （１）

可以定义（ｘ）的单位矢量场为［１５］

ｎａ ＝
ａ


， （２）

其中 ≥０，２＝｜｜２＝ａａ，采用爱因斯坦求和规
则，下同。显然满足约束条件

ｎａｎａ ＝１， （３）

此条件表明单位矢量场是ＭＲ→Ｓ１的一个映射。用
这个单位矢量可构造Ｍ流形上的一个守恒流

ｊμ（ｘ）＝１２πε
μμ１μ２εａ１ａ２μ１ｎ

ａ１μ２ｎ
ａ２， （４）

自然满足守恒条件

μｊ
μ＝０。 （５）

由于这个守恒流不是Ｌａｇｒａｎｇｅ变分原理下的守恒量，
所以称为拓扑流。

　　利用微分关系

μｎ
ａ ＝δ

ａｂ２－ａｂ

３
μ

ｂ， （６）

若定义雅可比行列式为

εａ１ａ２Ｄμ ( )ｘ ＝εμμ１μ２μ１
ａ１μ２

ａ２，

Ｄ０ ( )ｘ ＝Ｄ ( )ｘ ， （７）

在Ｒ２中使用场满足的拉普拉斯算子关系

２

ａａ
ｌｎ（）＝２πδ（）， （８）

拓扑流ｊμ（ｘ）可表示为如下形式［１６］：

ｊμ ＝δ（）Ｄμ ( )ｘ 。 （９）

　　设场有ｍ个独立的零点，且它的第ｉ个零点
在ｘ＝ｚｉ处，根据δ函数理论

［１５］有

δ（）＝∑
ｍ

ｉ＝１

βｉδ（ｘ－ｚｉ）
Ｄ（／ｘ）ｘ＝ｚｉ

，

并且由（ｚｉ（ｔ），ｔ）＝０可得

ｄｚｉ（ｔ）
ｄｔ ＝Ｄ

μ（／ｘ）
Ｄ（／ｘ） ｘ＝ｚｉ

。

将上述两式代入（９）式得

ｊμ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
βｉηｉδ（ｘ－ｚｉ（ｔ））

ｄｚμｉ
ｄｔ， （１０）

其中

ηｉ＝
Ｄ（／ｘ）
‖Ｄ（／ｘ）‖

＝±１ （１１）

为 映射的 Ｂｒｏｕｗｅｒ度，而 βｉ是 映射的 Ｈｏｐｆ指

标［１７］，是一个正整数。

　　拓扑数密度为

ｊ０ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
βｉηｉδ（ｘ－ｚｉ）， （１２）

相应的拓扑数为
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Ｑ＝∫Ｍｊ０ｄ２（ｘ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
βｉηｉ　。 （１３）

３　ＤＪＰＴ模型的自对偶方程

　　２＋１维非相对论的自对偶ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ系统描
述物质场Ψ的非相对论动力学，它与规范势Ａμ耦合
时，系统的拉氏量一般可写为［１４］

ＬＣＳ ＝－ｋεμνρｔｒ（ＡμνＡρ＋
２
３ＡμＡνＡρ）＋

ｉｔｒ（Ψ＋Ｄ０Ψ）－
１
２ｔｒ（（ＤｉΨ）

＋ＤｉΨ）＋

１
４κ
ｔｒ（［Ψ＋，Ψ］２），

（＝ｃ＝ｍ＝１） （１４）

设Ｕ是 ＳＵ（２）群的一个表示，则ＳＵ（２）群的规范势
Ａμ满足如下规范变换：

Ａμ→Ｕ
－１ＡμＵ＋Ｕ

－１μＵ， （１５）
Ａμ ＝Ａ

ａ
μＴ

ａ， （１６）

Ｔａ＝１２ｉσ
ａ， （１７）

其中σａ是Ｐａｕｌｉ矩阵。
　　由（１４）式，可知非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程为［１４］

ｉＤ０Ψ＝－
１
２Ｄ

２Ψ－１２κρ
［［Ψ，Ψ＋］，Ψ］，（１８）

Ψ的协变微商为

ＤμΨ≡μΨ＋［Ａμ，Ψ］， （１９）

密度矩阵为

ρ＝［Ψ，Ψ＋］。 （２０）

　　ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ方程为

ｘＡｙ－ｙＡｘ＋［Ａｘ，Ａｙ］≡－Ｂ＝
ｉ
κρ
， （２１）

ｉＡ０－ｔＡｉ＋［Ａｉ，Ａ０］≡－Ｅ
ｉ＝１
κε

ｉｊｊｊ，（２２）

这里ｊｉ是空间流密度

ｊｉ＝－ｉ２（［Ψ
＋，ＤｉΨ］－［（ＤｉΨ）

＋，Ψ］）。

（２３）
　　利用如下变换

Ａ±＝Ａｘ±ｉＡｙ　， （２４）

±＝ｘ±ｉｙ　。 （２５）

由（１４）式可导出自对偶方程和ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ方程［１４］

为

±Ψ＋［Ａ，Ψ］＝０， （２６）

 Ψ
＋＋［Ａ，Ψ

＋］＝０， （２７）

±Ａ－ Ａ±＋［Ａ±，Ａ］＝±
２
κ
［Ψ，Ψ＋］。

（２８）

　　假设规范势和物质场矩阵Ψ可以由ｓｕ（２）李代
数的Ｃｈｅｖａｌｌａｙ基进行分解［１４］

Ψ＝Ｅ１， （２９）
Ａ＋＝－ａＨ， （３０）
Ａ－＝ａＨ， （３１）

这里Ｈ和Ｅ±１为ｓｕ（２）李代数的Ｃｈｅｖａｌｌｙ基，满足如
下关系

Ｈ＝σｚ　， （３２）

Ｅ±１ ＝
１
２（σｘ±ｉσｙ）， （３３）

［Ｅ１，Ｅ－１］＝Ｈ， （３４）
［Ｈ，Ｅ±１］＝±２Ｅ±１　， （３５）

ｓｕ（２）李代数的嘉当矩阵为１×１，其元素为２。将
（２９）式和（３３）式代入（２０）式，并注意（３４）式，可得

ρ＝Ｈ＝ρ０Ｈ， （３６）
其中

ρ０ ＝。 （３７）

　　对和ａ做如下分解［１８］

＝１＋ｉ２，　  ＝１－ｉ２； （３８）
ａ＝ａ１－ｉａ２，　 ａ ＝ａ１＋ｉａ２， （３９）

其中ａ和ａａ均为实标量场，定义单位矢量场

ｎａ ＝
ａ

‖‖
，　ａ＝１，２ （４０）

这里

‖‖２ ＝＋＝ａａ　。 （４１）

将（３１）式代入－Ψ＋［Ａ－，Ψ］＝０，并利用（３８）式和
（３９）式可得［１８］

２ｌｎρ０ ＝－
４
κρ０

－εｉｊεａｂｉｎ
ａｊｎ

ｂ。 （４２）

同理，由＋Ψ＋［Ａ＋，Ψ］＝０，可得
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２ｌｎρ０ ＝
４
κρ０

＋εｉｊεａｂｉｎ
ａｊｎ

ｂ。 （４３）

利用（６）式、（７）式和（８）式，（４２）式和（４３）式可以合
写为

２ｌｎρ０ ＝
４
κρ０

４πδ２（）Ｊ( )ｒ ， （４４）

其中Ｊ（／ｘ）是雅可比行列式，

Ｊ( )ｘ ＝１２ε
ａｂεｉｊ

ａ
ｘｉ
ｂ
ｘｊ
，　ｉ，ｊ＝１，２。

（４５）

　　当ρ０≠０，（４４）式会变为刘维尔方程

２ｌｎρ０ ＝
４
κρ０
， （４６）

其轴对称解为［１３］

ρ０ ＝２｜ｋ｜
｜ｆ′（ｚ）｜２

（｜ｆ（ｚ）｜２＋１）２
， （４７）

其中ｚ＝ｘ＋ｉｙ，ｆ（ｚ）是ｚ的任意函数。由于ρ≥０，则
（４４）式只能是

２ｌｎρ０ ＝－
４
｜κ｜ρ０

－ｓｇｎκ４πδ２（）Ｄ ( )ｒ，
（４８）

当且仅当ｆ（ｚ）取比例函数形式时

ｆ（ｚ）＝Ｐ（ｚ）Ｑ（ｚ）， （４９）

其中

ｄｅｇＰ＜ｄｅｇＱ，

亚纯函数ｆ（ｚ）可产生一具有有限磁通量规则的涡旋
解［１９］。通常我们可将ｆ（ｚ）写成一些函数的和［２０］：

ｆ（ｚ）＝∑
ｍ

ａ＝１

ｃａ
ｚ－ｚ( )

ａ

Ｎａ
， （５０）

其中ｚａ和ｃａ是复平面上的常量。由于ｄｅｇＰ＜ｄｅｇＱ，
所以这里要求Ｎａ＞０。（５０）式是描述了ｍ个涡旋的
多涡旋解，其中第ａ个涡旋的荷为Ｎａ。所以在此多
涡旋解中包含了５ｍ个参量：ｚａ中包含２ｍ个实参量，
它描述了每个涡旋的位置；而 ｃａ中的２ｍ个实参量
描述了每个涡旋的尺度和相位；还有ｍ个参量Ｎａ描
述了每个涡旋的荷。

４　ＤＪＰＴ模型多涡旋解的拓扑结构

　　这节从（４８）式出发讨论涡旋解的具体形式以及
其拓扑结构，２Ｉｎρ０在极坐标系下可做如下展开：

２ｌｎρ０ ＝
２

２ｒ
ｌｎρ０＋

１
ｒ

ｒ
ｌｎρ０， （５１）

而在极坐标系中

ｚａ ＝ｒａｅ
ｉθ， （５２）

其中ｒａ就是第ａ个涡旋中心处的坐标，将方程（４８）
式在每个涡旋的中心附近进行积分，可得

∫
ｒ＋ｒε

ｒ
２ｌｎρ０ｄｒ＝－４ｓｇｎκπ∫

ｒ＋ｒε

ｒ
δ２（）Ｊ ( )ｒ ｄｒ，

（５３）

式中ｒε为无穷小矢量。
　　由（９）式可知

δ２（）＝∑
ｍ

ａ＝１

βａ
Ｊ( )ｒ ｒ＝ｒａ

δ２（ｒ－ｒａ）。

我们可得

∫
ｒ＋ｒε

ｒ
δ２（）Ｊ( )ｒ ｄｒ＝βａηａ　， （５４）

其中βａ称为Ｈｏｐｆ指标，它是一个正整数，表示当ｒ
覆盖零点ｚａ的邻域一次，矢量场将覆盖空间的
相应邻域βａ次。而

ηａ ＝ｓｇｎＪ( )ｒ ｒ－ｒａ

＝±１ （５５）

称为矢量场 的Ｂｒｏｕｗｅｒ度。
　　如果定义拓扑数

Ｑａ ＝βａηａ（不求和）， （５６）

则从（５３）式可解出

Ｎａ－１＝－ｓｇｎκＱａ　， （５７）

由此看出κ的符号应与雅可比行列式Ｊ（／ｒ）的符号
相反。其实，拓扑数Ｑ局域拓扑性质是由涡旋的中心
位置附近ψ场的拓扑指数β和η决定，而其整体性
质是由ψ场的映射度决定［２１］。

　　由（３６）式可得涡旋的密度矩阵

ρ＝ρ０Ｈ， （５８）
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图１和图２分别给出了２个和３个涡旋的示意图。

图１　２个涡旋ρ的分布（Ｑ１＝０，Ｑ２＝１）

图２　３个涡旋ρ的分布（Ｑ１＝０，Ｑ２＝１，Ｑ３＝２）

如果定义单位磁通

Φ０ ＝２ｉπＨ， （５９）

利用（２１）式可得涡旋总的磁通

Φ ＝∫
∞

０
Ｂｄｒ＝－２ｓｇｎκΦ０［－ｓｇｎκＱ＋ｍ］，

（６０）
其中

Ｑ＝∑
ｍ

ａ＝１
βａηａ （６１）

是体系的总拓扑数。

５　结论

　　２＋１维 ＤＪＰＴ模型是描述 ＣｈｅｒｎＳｉｍｏｎｓ场与非
相对论复标量场耦合的理论，是与传统非Ａｂｅｌ规范

理论不同的规范理论。通过求系统的哈密顿量的极

小值，就可以得到自对偶方程。当这个系统的对称群

为ＳＵ（２）群时，通过映射理论研究了物质场在奇
点处的性质。结果表明，物质场在奇点处的性质反映

了涡旋的拓扑性质，所以包含奇点的自对偶解自然

地带有拓扑信息，通过对自对偶解在全空间的积分

得到了每个涡旋的荷，是由Ｈｏｐｆ指标和Ｂｒｏｗｅｒ度共
同确定的。另外，可以看出磁通是量子化的，并得到

体系的磁通量与体系的拓扑数之间的关系，即物理

体系的总磁通量是由其拓扑性质决定的，是个拓扑

不变量。２＋１维 ＤＪＰＴ模型中也可以存在多个涡旋
解，其磁通量关系满足（６０）式。
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