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正弦平方势与环形加速器的弯晶束流引出*

范丽仙,罗诗裕#,邵明珠
(东莞理工学院电子工程学院,广东 东莞523106)

摘暋要:在经典力学框架内和偶极近似下,引入正弦平方势,把粒子在弯晶中的运动方程化为具有

固定力矩的摆方程。利用Jacobian椭圆函数和椭圆积分分析了系统的相平面特征。导出了弯晶的

最大偏转能量、退道系数和退道长度。计算结果表明,对于曲率半径为1m,能量为1.0GeV 的质

子,Si(110)面沟道的引出效率为70%;对于 MeV 范围的粒子,退道长度大约是毺m 量级;对于

TeV范围的粒子,退道长度可达1m 以上。
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1暋引言

1976年,前苏联科学家 Kumakhov发现了沟

道辐射[1],同年,Tsyganov预言了可以利用弯晶来

控制带电粒子[2]。1979年,前苏联DUBNA联合核

子研究所的科学家们在实验上首次发现了弯晶沟道

现象,并与欧洲核子研究中心(CERN)和彼得堡的

科学家一道对这一现象进行了理论研究。1984年,

DUBNA首次实现了对能量为1GeV 的质子束偏

转[3]。1996年,俄国高能物理研究所(IHEP)的科

学家们实现了对能量为70GeV质子束的控制[4-5];
同时,CERN实现了对能量为120[6]和450GeV 质

子束的偏转[7-8];而美国费米国家实验室(Fermi灢
lab)实现了更高能量(900GeV)的质子束控制[9]。

多年来,弯晶的束流控制技术得到了迅速的发

展[10-14]。早在1989年,IHEP就把这一技术纳入

了它的科学发展规划,并在1996年,成功引出能量

为70GeV的质子束时,引出效率达到了85%,而

束流强度也达到4暳1012particles;2009年10月投

入运行的欧洲粒子加速器LHC也利用了这一引出

技术。事实证明,利用弯晶控制正的带电粒子是非

常有效的,只需在束流通道上放上一定长度的常曲

率弯晶或变曲率弯晶即可实现对束流的准直、切

割、偏转和引出等。

注意到弯晶的束流控制很大程度上决定于粒子

的退道长度,而粒子退道长度与粒子的能量(相对

论因子毭)成正比,能量越高退道长度越长。对于

MeV范围的粒子,退道长度只有 毺m 量级;对于

TeV范围的粒子,退道长度可达到1m 以上。对于

中低能加速器的弯晶束流控制正在研究中。事实

上,直到2006年,意大利弗拉斯卡迪国家实验室

(INFN)才首次建成了可以控制能量低于 GeV粒子

的实验装置,并实现了对能量为480MeV 的正电

子的偏转。实验结果表明,正电子通过1mm 长的

硅单晶后,束流方向可以偏转10mrad。本文的目

的就是试图引入正弦平方势对弯晶的束流控制做一

解析的理论描述。首先,在经典力学框架内和偶极

近似下,引入我们曾经使用过的正弦平方势[15-18],
把粒子运动方程化为具有固定力矩的摆方程。利用

Jacobian椭圆函数和椭圆积分分析了系统的相平面

特征,利用能量法讨论了粒子的退道行为,导出了

弯晶的最大偏转能量、退道系数和退道长度。对于

曲率半径为1m,能量为1.0GeV的质子,Si(110)
面沟道的引出效率毬=70%。

2暋运动方程

设(x,z)平面是晶体未弯曲情况下系统的横截

暋第28卷暋第1期 原 子 核 物 理 评 论 Vol灡28,No.1暋
暋2011年3月 NuclearPhysicsReview Mar.,2011暋

* 收稿日期:2010灢06灢29;修改日期:2010灢07灢29

暋暋*暋基金项目: 广东省自然科学基金资助项目(8151170003000010,10451170003004948)

暋暋暋暋作者简介: 范丽仙(1976-),女(汉族),广东东莞人,硕士研究生,工程师,从事大学物理和光电子技术实验研究。

暋暋#暋通讯联系人:罗诗裕,E灢mail:bgluoshy@dgut.edu.cn



面,粒子运动方向为z。选择沟道中心为坐标原点,
过原点作一平面与晶面平行,这个平面称为沟道中

心平面。如果将晶体弯曲,曲率半径为R,则粒子

的横向运动可表示为

r(t)=R+x(t), (1)

其中x(t)是粒子离开中心平面的距离。图1(a)给出

了弯晶环形束流引出的示意图。图1(a)给出了曲率

半径为R 的弯晶,虚曲线表示粒子围绕中心平面的

振荡x(t);图1(b)给出了弯晶作为引出元件及其

相对配置。

图1 弯晶的环形束流引出示意图

(a)常曲率弯晶,(b)弯晶作为引出元件及相对配置。

注意到运动在弯晶沟道中的粒子,除了受到晶

格场作用外,还将受到晶体弯曲产生的离心力作

用。在偶极近似下,粒子的横向运动x(t)可以用经

典方法来描述。根据牛顿第二定律,如果不考虑运

动阻尼,描述x(t)的运动方程可以表示为

md2x
dt2 + d

dxV
(x)=pv毷0, (2)

其中毷0=1/R,右端项是晶体弯曲对粒子产生的离

心力,V(x)是粒子灢晶体相互作用势,p 是粒子动

量,v是粒子速度,在相对论情况下有m=m0毭,而

m0 是粒子静止质量,毭是相对论因子。
一般说来,相互作用势V(x)可以取不同形式

(比如Lindhard势、Molierwe势和正弦平方势等)。
引入正弦平方势[15-22]:

V(x)=V0sin2 毿xæ

è
ç

ö

ø
÷

d
,

其中,V0 是势阱深度,d是晶面间距。令

毼=2毿x
d

,暋毮=2毿2V0

md2 ,

氂=毮1/2t,暋氁=2毿pv毷0

m毮d

可将运动方程(2)化为

d2毼
d氂2 +sin毼=氁。 (3)

这是一个带有固定力矩的摆方程,当氁=0时退化

为经典摆方程。可以看出,粒子在弯晶中的运动行

为等价为直沟道中运动的粒子受到大小为氁的固定

力矩作用。假设氁是一小量,系统的基本特征由无

扰动方程(氁=0)决定,而氁的作用仅导致系统出现

小的变化。

3暋相平面特征

3.1暋三类相轨道

对于无扰动系统氁=0,方程(3)化为如下形式:

毼
·

=毱,暋毱
·

=-sin毼 (4)
的正则方程,系统(4)在相平面(毼,毱)上有一个平衡

点(0,0)和两个非平衡点(-毿,0)和(毿,0)点。积

分一次可得系统的 Hamiltonian量

h=毱2

2+(1-cos毼)。 (5)

根据h的大小,相平面上的轨道可分为三类。
(1)异宿轨道(h=2)

毼=暲2arctg(sh氂),暋毱=暲2sech(氂)。 (6)

(2)振荡型周期轨道(0<h<2)

毼=2arcsin(ksn氂),暋毱=2kcn(氂), (7)

其中,k2=h/2,k暿(0,1),sn氂和cn氂 是Jacobian
椭园函数。

(3)旋转型周期轨道(h>2)

毼=暲2arcsinsn氂
毷

æ
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曚 ,毱=暲2
毷曚dn

氂
毷曚 , (8)

其中,毷曚= 2/h,dn氂为Jacobian椭园函数。正是

这三类轨道决定了弯晶沟道粒子运动的全局行为。

3.2暋稳定区

系统的稳定性与相平面上异宿(或同宿)轨道包

围的相面积有关,相面积越大系统越稳定。当氁=0
时,相面积最大,氁曎0时相面积减小,氁越大相面

积越小,系统的稳定性越差;当氁=1时,稳定区消

失,系统处于临界状态。
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图2给出了主值范围内氁=0,0.2,0.4,0.6,

0.8和1时相面积的变化。从图2可以看出,氁=0
时,异宿轨道包围的相面积最大,稳定区呈“橄榄

形暠;氁曎0时,异宿轨道退化为同宿轨道,同宿轨道

包围的区域呈“鱼形暠(或毩灢形)。随着氁值的不断增

加,“鱼形暠区面积越来越小,系统越来越不稳定。
当氁=1时,相面积为零,相轨线由虚线给出。

图2氁=0,0.2,0.4,0.6,0.8和1(从外向内依次排列)时

系统的相平面特征

4暋退道效应

由于晶体弯曲、电子多重散射和晶格热振动等

因素的影响,粒子的横向能量将不断增加,当它的

横向能量大于势阱深度时,粒子将离开沟道,这个

现象称为退道。退道现象会减少束流强度,是弯晶

束流处理技术中应当尽量抑制或克服的。

4.1暋束流偏转

根据方程(2)的平衡条件,可导出弯晶的最大

偏转能量:

毰max=V0

4毿2
Rminæ

è
ç

ö

ø
÷

d
, (9)

其中Rmin是最小曲率半径。对于不同的晶体,势阱

深度V0 的取值不同,一般情况下,V0 的取值范围

为10-100eV。对于硅(110)面沟道,势阱深度V0

=27eV,d=1.92暳10-10m,当它的最小曲率半径

Rmin=1 m 时,偏转的最大能量可达毰max =560
GeV。目前,在加速器技术中已有越来越多的实验

室在使用弯晶来准直、偏转或引出束流。下面,就

对弯晶的退道系数和引出效率进行讨论。

4.2暋 退道系数与引出效率

系统相面积的变化是由于外力矩(氁)作用引起

的。根据刘维定理,对于保守系统,相面积保持不

变。由于弯晶等效于外力矩的作用,系统的相面积

将发生变化。当“时间暠氂<0(粒子未进入弯晶)时,

系统是保守的;当0<氂<氂0(弯晶内部)系统受到外

力矩作用,系统是非保守系统;当氂>氂0(穿过弯晶)

时,系统又恢复为保守系统。设氂<0时系统的相面

积(橄榄形区域)为s0,氂>氂0 时相面积(鱼形区域)

为s,则力矩引起的相面积变化可表示为

殼s=s-s0。 (10)

假设粒子相空间密度是均匀的,退道系数可定义为

毲=殼s
s0

, (11)

两条异宿轨道(6)包含的相面积为

s=曇
毿

-毿
毱d毼=8毷曚[E(毷,毤)-毷曚F(毷,毤)],(12)

其中,F(毷,毤)和E(毷,毤)分别是第一类和第二类椭

圆积分,而毤=arcsin毷。
对式(12)“微分暠求出殼s,并代入式(11),可得

系统退道系数:

毲=F(毷,氄)h-42h
-3
2 [E(毷,氄)-毷曚F(毷,氄)]

4[E(毷,氄)-毷曚F(毷,氄)] 殼h 。

(13)

上式表明,只要求出外力矩作用下系统的 Hamilto灢
nian增量殼h,弯晶的退道系数即可求出。而引出效

率毬则定义为

毬=1-毲。 (14)
当氁是一小量时,系统的基本特征保持不变。于是,
系统的解可近似地表示为

毼1=毼+O(氁)毱1=毱+O(氁), (15)

其中O(氁)表示与氁同阶的小量,而毼和毱是无扰动

系统(氁=0)(4)的解。从物理上考虑,扰动系统相

当于外力矩作用使系统能量增加所作的功。而外力

矩作功可以表示为

殼W =曇
氂0

0
氁d毼, (16)

积分上下限由晶体弯曲范围决定。将式 (6)代入上

式,完成积分,可得沟道粒子经外力矩作用后的能

量增量:

殼h=殼W =暲2氁arctg(sh氂0)-毼[ ]0 ,h=2
(17)

可以看出,由于外力矩作用,粒子通过常曲率弯晶

后,能量增加了殼W。于是,由式(5),扰动系统的

能量积分可近似地表示为
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毱2

2+(1-cos毼)=h+殼W 。 (18)

以硅单晶为例,假设曲率半径为1m,能量为1.0
GeV的质子运动在Si(110)面沟道中,由式(13)和
(14)可求出弯晶的引出效率为毬=70%。

4.3暋退道长度

使用晶体来准直、偏转和引出束流时,退道长

度这个量十分重要。注意到当带电粒子同物质相互

作用时,由于退道效应,束流密度会越来越小,直

接影响到束流偏转和引出效率。下面从统计方法出

发进行分析。设n(z)是晶体厚度为z处的束流密

度,毸是粒子的退道常数,则距离变化dz后束流密

度的减少量dn(z)可表示为

dn(z)=-毸n(z)dz。 (19)
积分(19)式,可得

n(z)=n0e-毸z暋, (20)

其中n0 是z=0处的束流密度。定义束流密度减小

到原来1/e时的沟道长度称为退道长度,并用符号

Ld 表示。由式(20),可将退道长度表示为 Ld=
1/毸。对于给定的晶体,退道长度与粒子能量有关,
与弯晶曲率半径有关,且一般表示为Ld(毭,R)。

考虑到晶格热振动和电子多重散射,对于常曲

率弯晶,退道长度Ld(毭,R)可表示为

Ld(毭,R)= 1-Rcæ

è
ç

ö

ø
÷

R Ld(毭,¥), (21)

其中

Rc= 毰
V曚

max
(22)

是临界曲率半径,毰=m0c2(毭-1)是粒子能量,V曚
max

是最大离心力,而Ld(毭,¥)是未弯曲晶体的退道长

度。从式(21)可以看出,对于直单晶(R曻¥),自然

退化为Ld(毭,R)=Ld(毭,¥)。Ld(毭,¥)可从原子

碰撞和电子多重散射理论导出:

Ld(毭,¥)=256毭
9毿2

M
Z

aTF

rc

d
毇

, (23)

其中,aTF是 Thomas灢Fermi屏蔽距离,rc=2.8暳
10-15 m 是电子经典半径,Z 和M 是粒子的电荷数

(以电子电荷为单位)和质量数(以电子质量为单

位),而

毇=
ln2毰

I -1,暋(重离子)

ln 2毰
毭1/2I-23

24
,暋(正电子

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï )

(24)

是Coulomb对数,I是原子的电离势,一般为几个

eV。
作为束流处理元件,要求弯晶的长度L 必须满

足条件L曑Ld。从式(23)和(24)可以看出,对于重

离子,退道长度与它的能量(相对论因子毭)成正比;
对于正电子,退道长度近似与毭成正比。

5暋结论

10多年来,弯晶的束流控制技术得到了迅速的

发展。本文在经典力学框架内和偶极近似下,引入

我们曾经使用过的正弦平方势,把粒子运动方程化

为具有常数力矩的摆方程。利用Jacobian椭圆函数

和椭圆积分分析了系统的相平面特征,利用能量法

讨论了粒子的退道行为,导出了弯晶的最大偏转能

量、退道系数和退道长度。对于曲率半径为1m,
能量为1.0GeV的质子,Si(110)面沟道的引出效

率毬=70%;作为束流处理元件,要求弯晶长度L
必须满足条件L曑Ld,而退道长度Ld 与它的能量

(相对论因子毭)成正比。对于能量为 MeV量级的粒

子,Ld 只有毺m 量级;对于能量为 TeV 量级的粒

子,Ld 可达1m 以上。
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Sine灢squaredPotentialandBeamExtractionin
CirculationAcceleratorbyBentCrystal*

FANLi灢xian,LUOShi灢yu# ,SHAO Ming灢zhu
(DongguanUniversityofTechnology,Dongguan523106,Guangdong,China)

Abstract:Intheclassicalmechanicsframeandthedipoleapproximationtheparticlemotionequationin
bentcrystalisreducedtothependulumequationwithaconstantmomentumbyusingthesine灢squaredpo灢
tential.ThephaseplanarpropertiesareanalysedbymeansofJacobianellipticfunctionandtheellipticinte灢
gral.Themaximumdeflectedenergy,thedechannelingfactorandthedechanneledlengtharederived.The
resultsshowthattheextratedefficiencyis70%foraprotonbeamwithenergyE=1.0GeVmovedinthe
channelonSi(110)ifaradiusofcurvatureR=1m;anddechanneledlengthisoftheorderof毺mforthe
particleswithMeVenergy;thedechanneledlengthisabove1meterfortheparticlewithTeVenergy.

Keywords:accelerator;bentcrystal;beamcontrol;extratedefficiency
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