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摘暋要:对引力场的能量灢动量和角动量守恒定律研究进展进行了总结。依此探讨了一般五维时空

膜宇宙模型中的能量灢动量张量、角动量张量以及它们的守恒定律。通过计算一个膜宇宙模型中的

能动张量,论证了该模型中“可见膜暠上的引力非常弱,这可认为是从引力的角度反映了规范层次问

题。结果与一般的结论,即引力系统总能量为零是一致的。同时,分析了这个膜宇宙模型中的角动

量张量,计算了该模型中的总角动量,讨论了暴涨 Randall灢Sundren(RS)模型中的总角动量的一些

性质。说明了在这类模型中总角动量的类空分量均为零,这与普通 RS模型是一样的。同时,分析

了 RS模型中背景以及膜上的宇宙学常数,发现在 RS模型中五维背景宇宙学常数和两个膜上的真

空能都能取它们的自然值。最后通过修改RS模型,得到了一种可以产生很小的有效宇宙学常数的

机制。
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1暋引言

自从爱因斯坦提出广义相对论以来,理论物理

的重要进展无不与现代数学联系在一起。广义相对

论本身正是黎曼几何在物理学中的应用,而后来的

规范理论与数学中的纤维丛理论之间的紧密联系又

一次向物理学界宣布着数学、尤其是几何学的力

量。现代的“数学物理暠逐渐拓展到了代数拓扑、微

分几何、泛函分析等数学分支,数学和物理学的前

沿领域再一次紧紧交织在一起。
正是数学与物理学的这种紧密关系,使得爱因

斯坦本人以及其他许多物理学家梦想着通过几何的

方法把引力和其他几种相互作用统一起来。虽然至

今为止所有的尝试都不能说是成功的,但不乏得到

了一些对物理学和数学影响深远的重要结果。20
世纪20年代,Kaluza和 Klein提出了一种统一当

时所知道的两种相互作用———引力和电磁相互作用

的一种思路[1]。他们认为,如果我们的时空不是四

维的而是五维的,那么引力和电磁力就可以通过五

维度规场的分解得到。这个方法虽然随着其他两种

相互作用,即弱相互作用和强相互作用的发现而失

败,但却为现代物理学的一个前沿理论———“额外

维理论暠开创了先河,并且与超弦理论相结合,产生

了许多重要的结果。20世纪末期,人们在弦论的研

究中发现自洽的超弦理论要求额外维度的存在,因

此额外维理论再次被理论物理学家们所重视。然而

一个重要的问题是,如果额外维度存在,为什么人

们从来没有观测到这些维度呢? 广泛使用的一个解

决方案是认为这些额外维度被“紧致化暠了,其尺度

非常小(例如,普朗克尺度),依据量子力学测不准

原理我们知道,要探测如此小的尺度需要非常高的

能量,远远高于人类目前能够达到的能量(约高出

16个数量级),因此从未观测到这些额外维度。
同时,在场论的研究中物理学家和数学家发现

有许多种拓扑缺陷的存在,而且可以把场束缚在这

些拓扑缺陷上。这些结果导致了一种新的额外维理

论的产生———膜世界理论。所谓“膜暠,可以认为是

一种时空流形的拓扑缺陷(例如,孤立子),场可以

通过某种机制束缚在它的表面上。传统的额外维理

论认为所有的场(包括引力)都可以在所有维度上传

播,这一观点导致了传统额外维理论的许多缺陷。
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而膜理论认为标准模型中的场都被束缚在一个四维

的膜上,而只有代表时空几何结构的引力可以在所

有维度上传播。这样一来,额外维的尺度可以变得

远大于普朗克尺度(如 ADD模型[2]),甚至可以为

无穷大。Randall灢Sundrem 模型(RS模型)是最为

著名的一种膜世界模型[3],Randall和Sundrem 通

过提出一种具有“扭曲(warped)暠度规结构的膜理

论,解释了所谓的层次问题———为什么引力能标远

远大于弱电能标。近几年以来,Erlich等[4],利用

ADS/CFT给出了 ADS/QCD模型,用其研究了低

能强子谱,提供了一种处理低能强相互作用的非微

扰方法,自此,各种各样的膜理论模型层出不穷,
额外维理论再次成为理论热点。

如何得到一个合理的能量灢动量张量定义,以

及能动张量的守恒,都是广义相对论中未解决的核

心问题。爱因斯坦本人以及 Landau等其他人都曾

试图解决这个问题[5-6],但都没有取得令人信服的

合理结果。这些定义都有一个共同的缺陷:其中引

力场的能动张量是赝张量,依赖于坐标系的选择,
因此不能提供一个广义协变的局域理论。这一局域

性困难可能来自于等价原理,因为等价原理指出引

力场不能在某一特定的时空点上被测量[7]。段一士

等[8]在20世纪60年代提出了一个广义协变的能

量灢动量守恒定律的表达式,克服了爱因斯坦等人

理论的缺陷。同时这一方法也被用于探讨角动量的

守恒定律。
本文试图使用文献[8]中提出的方法来讨论膜

宇宙模型中的能动张量问题。RS模型是一个静态

的模型,因此将其推广到宇宙学,讨论其动态效应。
通过分析一般的五维膜宇宙模型以及“暴涨 RS模

型暠中的能动张量问题,从两个膜上引力能量密度

强弱差距的角度分析了规范层次问题,也对一般的

五维膜宇宙模型以及“暴涨 RS模型暠中层次的存在

作了引力角度的解释。另外,我们也分析了这些模

型中的角动量,得到了一些合理的结论。通过推广

RS模型,给出了一种分析另一个层次问题———宇

宙学常数问题的一种机制。

2暋引力规范理论

2.1暋正交标架(非坐标基)

暋暋对于任意一个n维流形M,其上的任意一点p

暿M 的切空间TpM 及余切空间T*
pM 都与M 维数

相同的线性空间相关,其自然基分别为灥毺 和dx毺(毺
=0,1,2,...,n-1)。作为线性空间,点p暿M
的切空间TpM 及余切空间T*

pM 均可以做标架转

动,即可选择自然标架的线性组合作为新的标架:

TpM 曻êa =e毺
a灥毺,

T*
pM 曻毴

锍

a=ea
毺dx毺,节a=1,2,...,n (1)

其中{e毺
a}暿GL(n,R)且 det(e毺

a)>0。这样的一

组 基 {̂ea}和{毴

锍

a}被称为活动标架,满足正交性

暣̂ea,毴
锍

b暤=毮b
a,也称为正交标架,其分量e毺

a 及ea
毺 称

为vielbein[9]。
如果 M 是黎曼流形,则其上可以定义度规张

量:

g曉毲ab毴

锍

a熱毴

锍

b=g毺毻dx毺 熱dx毻, (2)

其中毲ab为相应标架空间的度规。物理上使用的度

规实际上是度规张量的分量

g毺毻 =ea
毺eb

毻毲ab。 (3)

这样定义得到的正交标架有如下性质:
(A)正交性

ea
毺e毻

a =毮毻
毺,ea

毺e毺
b =毮a

b, (4)

暋暋(B)Lie括号

[̂ea,̂eb]旤p =fc
ab(p)̂ec旤p; (5)

暋暋(C)行列式

ea
毺 = 旤g旤 。 (6)

黎曼流形M 上的曲率张量R 与挠率张量T 分别定

义为

R(X,Y)Z=ÑX ÑYZ- ÑY ÑXZ- Ñ[X,Y]Z ,

T(X,Y)=ÑXY- ÑYX -[X,Y]。 (7)

定义与正交标架{̂ea}相关的联络系数殻c
ab:

Ñâeb 曉 Ñ̂eâeb=殻c
ab̂ec, (8)

从而得到标架上定义的联络与Christoffel联络的关

系:

殻c
ab =ec

毻e毺
a Ñ毺e毻

b, (9)

通过联络系数殻c
ab 得到曲率张量和挠率张量的分

量:

Ra
bcd =Ñc殻a

db - Ñd殻a
cb +殻e

db殻a
ce -殻e

cb殻a
de -fe

cd殻a
eb,
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Ta
bc =殻a

bc -殻a
cb -fa

bc, (10)
还可以定义一个联络1形式:

氊a
b 曉殻a

cb毴

锍

c , (11)

又称为自旋联络,其分量为

氊a
毺b =殻a

cbec
毺 =ea

毻(Ñ毺e毻
b), (12)

这样定义的联络1形式满足Cartan结构方程:

Ra
b =d氊a

b +氊a
c 暷氊c

b,

Ta =d毴

锍

a+氊a
b 暷毴

锍

b , (13)

其中,Ra
b 曉 (1/2)Ra

bcd毴

锍

c暷毴

锍

d 称为曲率2形式,Ta

曉 (1/2)Ta
bc毴

锍

b暷毴

锍

c称为挠率2形式。对Cartan结

构方程两边求外微分,则得到相应的 Bianchi恒等

式:

Ra
b 暷毴

锍

b=dTa +氊a
b 暷Tb,

dRa
b +氊a

c 暷Rc
b-Ra

c 暷氊c
b=0。 (14)

2.2暋协变微分

暋暋对于一个n维黎曼流形M,其度规张量g毺毻 有

n(n+1)/2个自由度,而e毺
a 有n2 个自由度,因此可

以由许多不同的正交标架得到相同的度规。这些正

交标架之间由标架空间的局部正交变换相联系

毴
锍

a(p)曻毴

锍

a曚(p)=毇a曚
a (p)毴

锍

a(p),

êa(p)曻êa曚(p)=̂ea(p)(毇-1)aa曚, (15)

其相应的veilbein变换为

ea
毺(p)曻ea曚

毺 (p)=毇a曚
a (p)ea

毺(p), (16)

这个局部标架变换称为局域洛仑兹变换,对应于一

般底流形上的坐标变换。当M 为普通黎曼流形时,
其标架变换群为SO(n)群:

毇a
b毮ad毇d

c =毮bc,毇暿SO(n)。 (17)

当M 为洛仑兹流形时,其标架变换群为洛仑兹群,
有

毇a
b毲ad毇d

c =毲bc,毇暿SO(n-1,1)。 (18)

两种情况下,变换群的维数均为n(n-1)/2=n2 -
n(n+1)/2,为标架e毺

a 与度规g毺毻 自由度之差。对

于任意一个(1,1)型张量X=Xa
b̂ea 熱毴

锍

b ,其变换为

Xa曚
b曚 =毇b

b曚Xa
b (毇-1)a曚a , (19)

即上标由毇-1变换,而下标由毇 变换。对于自旋联

络氊a
b ,其变换为

氊a曚
b曚 =毇a曚

a氊a
b毇b

a毇a
b曚 -(d毇a曚

a )毇a
b曚。 (20)

可见,自旋联络并不是一个局部标架变换下的张

量。因此可以引入由局域洛仑兹变换得到的协变微

分

D毺Xa
b =灥毺Xa

b +氊a
毺cXc

b-氊d
毺bXa

d, (21)

而一般黎曼流形上可以定义由其上局部坐标变换导

致的协变微分:
Ñ毺X毻

氀=灥毺X毻
氀+殻毻

毺毸X毸
氀-殻氁

毺氀X毻
氁。 (22)

由这两种协变微分可定义混合协变微分:

D毺Xa毻 =灥毺Xa毻 +氊a
毺bXb毻 -殻毻

毺毸Xa毸, (23)

一般情况下,约定D毺ea
毻 =D毺e毻

a =0,则可以得到

氊a
毺b =-(Ñ毺ea

毻)e毻
b, (24)

引入标架及自旋联络,就可以分析旋量场与引力场

的耦合[10]。设毑a
b 为洛仑兹群旋量表示的生成元,

其代数满足

[毑ab,毑cd]=毲bc毑ad +毲ad毑bc -毲ac毑bd -毲bd毑ac,
(25)

从而旋量场氉关于标架的协变微分为

D毺氉=灥毺氉+1
2氊a

毺b毑b
a氉 。 (26)

这样就定义了旋量场与引力场之间的最小耦合。这

也是在引力理论中引入标架表述的原因之一。
在广义相对论中使用黎曼流形作为时空流形。

黎曼流形上的仿射联络称为Levi灢Cicita联络,它要

求:
(A)保度规条件(MetricCompatibiliaty)

ÑXg=0炤 Ñ毺g毻氀 =0, (27)

这实际上意味着自旋联络要满足

氊ab =-氊ba, (28)

注意这个反对称关系只有在两个角标同为上(或下)
标时才有意义。

(B)无挠条件(Torsion灢free)

Ta =0炤d毴

锍

a+氊a
b毇毴

锍

b=0, (29)
写成分量形式,有

Ta
毺毻 =灥毺ea

毻 -灥毻ea
毺 +氊a

毺beb
毻-氊a

毻beb
毺。 (30)
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在(A)和(B)两个条件下,自旋联络氊 可以用标架

场e来表示:

氊a
毺b =eb

毻(灥毻ea
毺 -灥毺ea

毻)+1
2e

a毻(灥毻eb毺 -灥毺eb毻),

(31)
这类似于Levi灢Cicita联络可以用度规来表达,而二

者所需的条件也相同。

2.1暋引力的规范理论

暋暋Cartan结构方程中关于曲率张量的方程,即式

(13)中的第1式为

Ra
b =d氊a

b +氊a
c 暷氊c

b, (32)
由其分量形式,可以将时空的曲率张量用自旋联络

表示出来:

Ra
b毺毻 =灥毺氊a

毻b -灥毻氊a
毺b +氊a

毺c氊c
毻b +氊a

毻c氊c
毺b。 (33)

如果将自旋联络与曲率看作SO(n)群(或洛仑兹群

SO(n-1,1))的伴随表示空间的算子:

氊毺 曉 (氊a
毺b),R毺毻 曉 (Ra

b毺毻) (34)
则有

R毺毻 =灥毺氊毻-灥毻氊毺 +[氊毺,氊毻]。 (35)

人们知道,在非Abel规范场理论中,主丛上的联络

对应规范势,而相应的曲率对应规范场强,即

F毺毻 =灥毺A毻-灥毻A毺 +[A毺,A毻]。 (36)

因此,可见这里时空曲率R 相当于规范理论中的场

强,而自旋联络氊相当于规范势。这样,就可以把

SO(n)群(或洛仑兹群SO(n-1,1))看作相应的规

范群。需要注意的是,上面的对应只是符号上的对

应,一旦牵扯到动力学理论,广义相对论作为一个

引力理论并不能完全看作一个规范理论。例如,广

义相对论中的引力拉氏量为标曲率,而一般的规范

理论中拉氏量为-1/4Fa
毺毻F毺毻

a ,二者在形式上并不

相同,所以相应的动力学理论不同。因此并不能把

引力看作一个纯粹的规范理论。

3暋广义协变的守恒定律

3.1暋一般系统的守恒定律

暋暋在物理理论中,一个对称性往往对应着某种守

恒定律。考虑n维时空流形M 中一个任意物理系

统,设其系统的作用量为

I=曇M
L(毤A,灥毺毤A)dnx , (37)

其中,毤A 为广义场,A 为相应的广义指标,而L 为

系统的拉氏量。人们知道,一个系统如果具有某种

对称性,那么这种对称性就相应于系统作用量在某

种对称变换下保持不变。这里对系统作用量I作如

下无穷小变换:

x毺 曻x毺曚 =x毺 +毮x毺,

毤A(x)曻毤A曚(x曚)=毤A(x)+毮毤A(x), (38)

如果要求I在这个无穷小变换下不变,则系统就具

有了与之相应的对称性。我们给定边界条件,要求

毮毤A(x)在时空流形M 的边界灥M 上为0,则存在如

下广义 Noether定理[8,11-14]

灥毺 L毮毺 + 灥L
灥(灥毺毤A)毮0毤

æ

è
ç

ö

ø
÷

A +[L]毤A毮0毤A =0,

(39)
其中 [L]毤A 为拉氏量L 对毤A 变分的欧拉式:

[L]毤A =灥L
灥毤A -灥毺

灥L
灥(灥毺毤A
æ

è
ç

ö

ø
÷

) , (40)

而毮0毤A 为场毤A 的Lie导数:

毮0毤A(x)=毤A曚(x)-毤A(x)=毮毤A(x)-灥毺毤A毮x毺。
(41)

若拉氏量L为系统的总拉氏量,则由最小作用量的

变分原理可得到 [L]毤A =0,这就是场毤A 的运动方

程(Euler灢Lagrange方程)。上面的广义 Noether定

理(39)式简化为整个系统的一个守恒定律:

灥毺 L毮毺 + 灥L
灥(灥毺毤A)毮0毤

æ

è
ç

ö

ø
÷

A =0。 (42)

然而,如果拉氏量L不是系统的总拉氏量,那么就

得不到Euler灢Lagrange方程,即 [L]毤A 曎0,上面

的守恒定律不再成立。
在广义相对论中,引力场和物质场的守恒量可

以完全由引力的拉氏量Lg 来得到,而不明显依赖

于物质的拉氏量Lm 。这是由于爱因斯坦方程把物

质的引力效应归结为物质的能动张量,也就是说物

质的存在导致了引力的效果。从数学的角度考虑,
在一个以标架为基本场的引力理论中,可以将场毤A

分解为e毺
a 和氉B 两部分,其中氉B 为广义坐标变换下

的任意张量,而我们总可以用e毺
a 使其标量化,因此

总可以化为广义坐标变换下的标量[12]。由广义

Noether定理(39)式,有

灥毺 L毮毺 + 灥L
灥(灥毺e毻

a)
毮0e毻

a + 灥L
灥(灥毺氉A)毮0氉

æ

è
ç

ö

ø
÷

A +

·32·暋第3期 李希国等:与额外维相关的膜宇宙模型



[L]e毺a毮0e毺
a +[L]氉A毮0氉A =0, (43)

其中,无穷小变换(37)式成为

毮0e毺
a =e毻

a毮(灥毻x毺)-(灥毻e毺
a)毮x毻,

毮0氉A =-(灥毺氉A)毮x毺, (44)
从而可以把式(43)写为

灥毺 L毮毺
氁 - 灥L

灥(灥毺e毻
a)

灥氁e毻
a - 灥L

灥(灥毺氉A)灥氁氉
æ

è
ç

ö

ø
÷

A 毮x氁+

灥毺
灥L

灥(灥毺e毻
a)
e氁

a毮(灥氁x毻æ

è
ç

ö

ø
÷)+[L]e毺a(e

毻
a毮(灥毻x毺)-

(灥毻e毺
a)毮x毻)-[L]氉A (灥毺氉A)毮x毺 =0。 (45)

根据以上关于场毤A =(e毺
a,氉B)的讨论,引力部分的

作用量可以写成

Ig =曇M
L(e毺

a,灥毻e毺
a,氉A,灥毺氉A)dnx 。 (46)

这个作用量应该在任意无穷小变换x毺曚=x毺+毮x毺 下

不变,因此可以把(45)式展开,比较毮x毺,毮灥毻x毺 以

及毮灥氁灥毻x毺 的系数,可以得到一个恒等式:

[L]e毻a灥毺e毻
a +[L]氉A灥毺氉A +灥毻([L]e毺ae

毻
a)=0,

(47)
将其代入(45)式,经过推导得到

灥 {毺 L毮毺
氁 - 灥L

灥(灥毺e毻
a)

灥氁e毻
a - 灥L

灥(灥毺氉A)灥氁氉A +[L]e氁ae毺æ

è
ç

ö

ø
÷a 暳

毮x }毮 +灥毺
灥L

灥(灥毺e毻
a)
e氁

a毮(灥氁x毻æ

è
ç

ö

ø
÷)=0。 (48)

这样就可把(45)式化成了一个完全散度的形式。如

果定义

I毺
氁 =L毮毺

氁 - 灥L
灥(灥毺e毻

a)
灥氁e毻

a - 灥L
灥(灥毺氉A)灥氁氉A +[L]e氁ae毺

a

V毺氁
毻 = 灥L

灥(灥毺e毻
a)
e氁

a, (49)

就得到相应于任意无穷小变换(38)式的守恒定律:

灥毺[I毺
氁毮x氁+V毺氁

毻毮(灥氁x)]=0, (50)

这里定义的I毺
氁 与V毺氁

毻 有如下性质:

I毺
氁 =-灥毻V毻毺

氁 =灥毻V毺毻
氁 ,

V毻毺
氁 =-V毺毻

氁 。 (51)

暋暋需要注意的是,这个守恒定律是相应于任意无

穷小变换(38)式的守恒定律,因此具有一般性。另

一方面,这个守恒定律中的散度为一般散度,而不

是协变散度,因此一般而言(50)式并不是广义相对

论中的守恒定律。

3.2暋广义相对论中的守恒定律

暋暋广义相对论要求一切物理规律具有广义协变

性,因此也就要求守恒定律具有广义协变性。满足

这个条件的守恒定律才会与局部坐标的选择无关。
首先考察当守恒量为守恒流时的情况。任意一个守

恒流j毺 ,其本身是一个时空流形上的矢量,只含有

一个时空流形角标。在平直时空(狭义相对论)情况

下,守恒流满足的守恒定律形式为

灥毺j毺 =0, (52)
而在广义相对论中,一般的散度应该变为广义协变

的散度:
Ñ毺j毺 =0, (53)

二者形式上并不相同。一般而言,守恒定律只有以

一般散度的形式表达出来,才可以定义相应的守恒

荷,才是一个真正的守恒定律。这里 Ñ毺j毺=灥毺j毺+
殻毺

毺毻j毻 为广义协变的散度,殻毺
毺毻 为相应的联络:

殻毺
毺毻 =1

2g毺氀(灥毺g毻氀 +灥毻g氀毺 -灥氀g毺毻)

= 1
旤g旤

灥毻 旤g旤 , (54)

因此,守恒流满足的守恒定律形式为

Ñ毺j毺 =0,

灥毺j毺 + 1
旤g旤

灥毻 旤g旤j毻=0,

炤 1
旤g旤

灥毺(旤g旤j毺)=0, (55)

由此,可以看到在守恒流满足的守恒定律中可以将

一般散度和协变散度联系起来,也就可以定义相应

的守恒荷:

Q=曇M
dn-1x 旤g旤j0。 (56)

注意这里将一般散度和协变散度联系起来时,要求

守恒流带有一个 旤g旤 ,这恰恰是在弯曲空间中

作积分所需要的因子。

暋暋现在考虑能动张量的守恒定律。在广义相对论

中,设物质与引力场的总能动张量为T毺毻 ,则其守

恒定律表达为

Ñ毺T毺毻 =灥毺T毺毻 +殻毺
毺氀T氀毻 +殻毻

毺毸T毺毸暋暋暋暋

=灥毺T毺毻 + 1
旤g旤

灥氀 旤g旤T氀毻 +殻毻
毺毸T毺毸

= 1
旤g旤

灥毺(旤g旤T毺毻)+殻毻
毺毸T毺毸。

(57)
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可以看到,这里能动张量的守恒定律无法用一般散

度来表达,也因此不能构造相应的守恒荷,不是一

个真正的守恒定律。爱因斯坦等人曾提出把广义相

对论中的能动张量守恒定律改为

1
旤g旤

灥毺(旤g旤T毺毻)=0, (58)

就可以定义相应的守恒荷,但却失去了广义协变

性。造成这个问题的原因在于,能动张量是一个二

阶张量,含有两个时空流形角标[而根据前面对守

恒流的守恒定律的讨论,我们知道要构造广义协变

的能动守恒定律,能动张量必须为洛仑兹矢量,也

就是只含有一个时空流形角标。这个结论对广义相

对论中的任意守恒量的构造均成立。如何做到这一

点呢? 我们可以用vielbein把时空流形角标转化为

局域标架角标。例如,对于一个任意矢量A毺,有

Aa =ea
毺A毺暋 反之 暋 A毺 =e毺

aAa。 (59)

3.3暋广义相对论中的能动守恒定律

暋暋在平直时空中,能量灢动量守恒定律是系统作

用量在无穷小坐标平移下不变的结果:

x曚毺 =x毺 +毰毺,毰毺 为常矢量

I曚=I。暋暋暋 暋 暋暋 (60)
而在广义相对论中,时空流形为弯曲的黎曼流形,
因此,任意的坐标变换具有如下形式:

x曚毺 =x毺 +毮x毺暋

=x毺 +e毺
axa。 (61)

如果取毮xa =毰a ,其中毰a 为常矢量,也就是说与时

空流形的坐标无关,仅为局域正交标架上的无穷小

平移,则有广义平移[8,11-14]:

x曚毺 =x毺 +e毺
a毰a。 (62)

在广义平移变换下,(50)式所描述的守恒定律可以

改写为

灥毺[I毺
氁e氁

a +V毺氁
毻 灥氁e毻

a]=0, (63)

这是由广义平移变换导致的守恒定律,因此这就是

广义相对论中的能动守恒定律。如果定义

旤g旤毃毺
a =I毺

氁e氁
a +V毺毻

氁 灥毻e氁
a。 (64)

上面的守恒定律就可以写为

1
旤g旤

灥毺(旤g旤毃毺
a)=0

炤 Ñ毺毃毺
a =0。 (65)

可以看到,这个守恒定律是广义协变的,也就是说

毃毺
a 就是我们所寻求的能量灢动量张量。可以看到,

毃毺
a 只含有一个时空流形角标,因此得到关于 毃毺

a 的

广义协变的守恒定律(65)式。毃毺
a 为物质与引力的总

能动张量,可以分解为

毃毺
a =T毺

a +t毺
a, (66)

其中,T毺
a 为物质的能动张量,t毺

a 为引力场的能动张

量。能量灢动量守恒定律可以表示为

Ñ毺(T毺
a +t毺

a)=0。 (67)

现在分析T毺
a 与t毺

a 的具体形式。可以证明[8],在由

标架表示的广义相对论中,引力与物质总拉氏量所

满足的爱因斯坦方程写为

[L]e毺a =0, (68)
而总拉氏量能分解为引力部分与物质部分:

L=L氉 +Le

炤 [L氉]e毺a +[Le]e毺a =0, (69)

可以证明[8],物质的能动张量可以定义为

Ta
毺 =- 1

旤g旤
[Le]e毺a = 1

旤g旤
[L氉]e毺a, (70)

从而有

e氁
aI毺

氁 = L氉毮毺
氁 - 灥L氉

灥(灥毺e毻
a)- 灥L氉

灥(灥毺氉A
é

ë
êê

ù

û
úú)e氁

a +

旤g旤T毺
a, (71)

由此得到引力场能动张量的表达式为

旤g旤t毺
a = L氉毮毺

氁 - 灥L氉

灥(灥毺e毻
a)- 灥L氉

灥(灥毺氉A
é

ë
êê

ù

û
úú)e氁

a +

灥L氉

灥(灥毺e氁
b)
e毻

b灥毻e氁
a。 (72)

由(51)式,有

I毺
氁e氁

a +V毺毻
氁 灥毻e氁

a =灥毻(V毺毻
氁e氁

a), (73)
因此定义一个超势:

V毺毻
a 曉V毺毻

氁e氁
a, (74)

这样引力与物质的总能动张量就可以表达为超势的

散度:

旤g旤毃毺
a =灥毻V毺毻

a , (75)

而相应的能动张量守恒定律就表示为

灥毺(灥毻V毺毻
a )=0。 (76)

系统的总能动矢量则为
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Pa =曇毑
d毑毺 旤g旤(T毺

a +t毺
a)

=曇S
dS毺毻V毺毻

a , (77)

其中,dS毺毻=[1/(n-2)! ]毰毺毻毸…dx毺 暷dx毺 暷dx毺 暷
… 为n-2维面元,S=灥毑为毑 的边界,上面的面积

分为在边界上的积分。在计算时,可以将毑 取为超

曲面,则有

Pa =曇V
dV 旤g旤(T0

a +t0
a)

=曇S
dS0毻V0毻

a 。 (78)

另一方面,系统总的能动密度为

毰毺
a = 旤g旤(T毺

a +t毺
a)

=灥毻V毺毻
a 。 (79)

同上,可以将毑取为超曲面,由此得到系统的总能

量密度为

毰0
a = 旤g旤(T0

a +t0
a)

=灥毻V0毻
a 。 (80)

3.4暋广义相对论中的角动量守恒定律

暋暋前面讨论了如何从一般的守恒定律得到能动守

恒定律,下面分析如何从一般的守恒定律得到广义

相对论中的角动量守恒定律,从而得到角动量的表

达式[15-16]。广义相对论中,引力的拉 氏 量 L =

旤g旤(2M3R+毇)可以分解为

L=L氊 +L殼 +Lb,暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋

L氊 =2M3 旤g旤(氊a氊a -氊abc氊cba),

L殼 =2M3灥毺(旤g旤e毻
a灥毻ea毺 - 旤g旤ea毺灥毻e毻

a),

Lb= 旤g旤毇 , (81)
将标架ea

毺 与物质场 毞A 看作相互独立的变量。类似

(43)式,可以得到[16]

灥毺 L毮毺 + 灥L
灥(灥毺e毻

a)
毮e毻

a + 灥L
灥(灥毺氉A)毮氉

æ

è
ç

ö

ø
÷

A +

暋[L]e毺a毮e毺
a +[L]氉A毮氉A =0。 (82)

由爱因斯坦方程 [L]e毺a =0以及物质场的运动方程

[L]氉A =0,上式可以化为

灥毺
灥L氊

灥(灥毺e毻
a)
毮e毻

a + 灥L殼

灥(灥毺e毻
a)
毮e毻

a + 灥Lb

灥(灥毺e毻
a)
毮e毻æ

è
ç

ö

ø
÷a +

暋灥毺
灥Lm

灥(灥毺e毻
a)
毮e毻

a + 灥Lm

灥(灥毺氉A
æ

è
ç

ö

ø
÷

)毮氉A =0, (83)

其中Lm 为物质场氉A 的拉氏量,其他部分的拉氏量

均不含物质场氉A 。定义

旤g旤j毺
ab = 灥L氊

灥(灥毺ea毻)e
毻
b+ 灥Lm

灥(灥毺ea毻)e
毻
b+

灥Lb

灥(灥毺ea毻)e
毻
b+1

2
灥Lm

灥(灥毺氉A)(Iab)AB氉B。 (84)

则可以把(83)式改写成

灥毺(旤g旤j毺
ab毩ab)+灥毺

灥L殼

灥(灥毺e毻
a)
eb毻毩æ

è
ç

ö

ø
÷ab =0。

(85)
由L殼 的定义(81)式,可以得到

灥L殼

灥(灥毸e毻
a)
eb毻毩ab =-2M#毩ab灥毺(旤g旤V毺毸

ab),

(86)
其中

V毺毻
ab 曉e毺

ae毻
b-e毺

be毻
a,

V毺毻
ab =-V毻毺

ab =-V毺毻
ba。

(87)

于是有

灥毺(旤g旤j毺
ab)毩ab +[旤g旤j毺

ab -2M3灥毻暳
(旤g旤V毻毺

ab)]灥毺毩ab =0。 (88)

参数毩ab 与灥毺毩ab 是相互独立的,根据上式其各自系

数应分别为零,则有

灥毺(旤g旤j毺
ab)=0炤 Ñ毺j毺

ab =0,

j毺
ab =2M3 Ñ毻V毻毺

ab。 (89)

可以看到,j毺
ab 满足广义协变的守恒定律,且只含一

个时空流形角标,因此其广义协变的守恒定律可以

与一般散度联系起来,从而定义相应的守恒核。实

际上,j毺
ab 正是系统的总角动量密度。而V毻毺

ab 是理论

相应的超势。
系统的总角动量可以用类似前面求总能动矢量

的方法得到,其结果为[16]

Jab =曇毑t
d毑毺 旤g旤j毺

ab

=2M3曇灥毑t
d氁毺毻 旤g旤V毺毻

ab。 (90)

类似的,可以将毑取为超曲面,则有

Jab =曇毑t
dV 旤g旤j0

ab。 (91)

4暋五维时空中的四维宇宙

4.1暋膜宇宙模型

在引言中,介绍了从额外维理论及超弦理论中

衍生出来的膜理论。最常见的膜时空是五维的,只
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含有一个额外维度(如 RS模型)。这样的模型相对

比较简单,其几何结构比较清晰,便于分析物理问

题。最初的RS模型是静态的,后来被推广到了宇

宙学情形。在宇宙学中,需要物理宇宙在大尺度上

是平坦的,并且三维空间是各向同性的,根据这两

个“宇宙学基本原理暠,可以写出五维膜宇宙的最一

般的度规[17]:

ds2= -n2(t,z)dt2+a2(t,z)毮ijdxidxj+
b2(t,z)dz, (92)

其中,第五维度用z来标记,其他四个普通维度用

x毺 来标记。同时,用大写拉丁字母表示时空角标,
用小写拉丁字母表示局部的标架角标。要求物理宇

宙三维空间是各向同性的,因此“尺度因子暠n2(t,

z)、a2(t,z)和b2(t,z)都不含三维空间坐标xi 。
人们知道,额外维应该是紧致化的,这里采用

广泛接受的RS模型中的紧致化方法,即额外维为

一个orbifoldS1/Z2。存在两个膜(3灢brane),分别

位于z=0以及z=毿。局部洛仑兹度规取为(-+
+++)。系统的作用量为[17-18]

S=曇d4xdz -g[2M3R-毇]+

暺
i=1,2曇d4x -g(i)[L-毇i], (93)

相应的爱因斯坦张量为[16-17]

G00=3
晍a
a

晍a
a +

晍bæ

è
ç

ö

ø
÷

b{ -暋暋暋暋暋暋

n2

b2
a曞
a +a曚

a
a曚
a -b曚æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú }b

,

Gii=a2

b2
a曚
a

a曚
a +2n曚æ

è
ç

ö

ø
÷

n
é

ë
êê -暋暋暋暋暋暋暋

b曚
b

n曚
n +2a曚æ

è
ç

ö

ø
÷

a +2a曞
a +n曞ù

û
úún +

a2

n2

晍a
a -

晍a
a +2

晍næ

è
ç

ö

ø
÷

n -2昡
a

é

ë
êê +

晍b
b -2

晍a
a +

晍næ

è
ç

ö

ø
÷

n -
暓ù

û
úú

b
b

, (94)

G04=3n曚
n

晍a
a +a曚

a
晍b
b -

晍a曚æ

è
ç

ö

ø
÷

a
,暋暋暋

G44=3a曚
a

a曚
a +n曚æ

è
ç

ö

ø
÷

n -b2

n2

晍a
a

晍a
a -

晍næ

è
ç

ö

ø
÷

n +昡é

ë
êê

ù

û
úú{ }a

。

系统的总能动张量可以分解为两部分:

寛TM
N =̂TM

N bulk+TM
N brane, (95)

其中,̂TM
N bulk 为bulk中的能动张量,TM

N 而为膜上

的能动张量,在宇宙学中常常取为理想流体的形式

TM
N brane=毮(y)

b diag(-氀,p,p,p,0),(96)

其中氀与p 不依赖于z,从而保证膜上宇宙的均匀

性。通过求解爱因斯坦方程,可以得到类似普通的

Friedmann方程[17]:
晍a2

0

a2
0
+a暓0

a0
= 1

144M3氀(氀+3p)+ 1
12M3b2

0
T̂44,(97)

其中a0 以及b0 为各自在t=0时刻的值。由物质的

状态方程

氊=氀
p

(98)

以及能量守恒方程

晍氀+3
晍a0

a0
(氀+p)=0, (99)

可以得到

a0 ~t1/3(1+氊), (100)
与四维宇宙学中的结果不同。在静态情况下,即各

个尺度因子均不含时间项,若作如下选择

n2=a2=e-2k z ,暋b2=1 (101)

可以得到所谓的RS模型,作为这个一般模型的静

态解的一种。
如果假设n不含时间,b=b0 为常数,而a作为

三维空间的尺度因子,必须依赖于时间,才能导致

观测到加速膨胀的宇宙。进一步假设a可以分离变

量,即取[18]

a=g(t)f(z),n=f(z),b=b0, (102)
则度规为

ds2=-f2(z)dt2+f2(z)g2(t)毮ijdxidxj+b2
0dz。
(103)

这里考虑宇宙常数主导时期的宇宙,略去膜上的物

质能量,从而可以得到爱因斯坦方程:

G00= 3
f2

晍gæ
è
ç

ö

ø
÷

g
2

-3
b2

0

f曚æ

è
ç

ö

ø
÷

f
2

+f曞é

ë
êê

ù

û
úúf

= 1
4M3 毇+1

b0
毇1毮(z)+1

b0
毇2毮(z-毿é

ë
êê

ù

û
úú) ,暋

Gii= 1
f2

晍gæ
è
ç

ö

ø
÷

g
2

+2
暓gé

ë
êê

ù

û
úúg -3

b2
0

f曚æ

è
ç

ö

ø
÷

f
2

+f曞é

ë
êê

ù

û
úúf

= 1
4M3 毇+1

b0
毇1毮(z)+1

b0
毇2毮(z-毿é

ë
êê

ù

û
úú) ,

G44= 3
f2

晍gæ
è
ç

ö

ø
÷

g
2

+
暓gé

ë
êê

ù

û
úúg -6

b2
0

f曚æ

è
ç

ö

ø
÷

f
2

= 毇
4M3 ,

(104)
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其中G04=0自动满足,这一结果意味着没有沿z方

向的物质流存在。这个模型是一般 RS模型的动态

推广,称为暴涨 RS模型,考虑的是一个动态的宇

宙常数主导时期的宇宙[原本的 RS模型是其静态

极限。对于这一组方程而言,膜相当于bulk的边

界,而bulk与膜的总物质源就相当于bulk中的物

质加上其边界条件。为了得到非奇异的时空几何结

构,必须要求n、a和b在额外维z 上连续。而上面

的方程组中前两式意味着n曚和a曚在z=0,暲毿处不

连续,因此n曞和a曞在z=0,暲毿处具有毮函数形式

的奇异性。对这两个方程进行积分,形式为曇
0+

0-
dz

以及曇
毿r+= -毿r+

毿r-
dz,可以得到相应的边界条件[18]:

n曚
n

0+

0- = - b0

12M3毇1,a曚a
0+

0- =- b0

12M3毇1炤

f曚
f

0+

0- = - b0

12M3毇1, (105)

n曚
n

毿+

毿- = b0

12M3毇2,a曚a
毿+

毿- = b0

12M3毇2炤

f曚
f

毿+

毿- = b0

12M3毇2。 (106)

求解爱因斯坦方程,得到

g(t)=A0eH0t,暋H0=
晍g
g

f(z)=H0

ksinh(-kb0 z +c),暋

k= -毇
24M3 , (107)

其中c为积分常数。由边界条件得到

k1=kcoth(c),暋-k2=kcoth(-kb0毿+c)
(108)

其中ki=毇i/24M3。这样,系统的度规就成为

ds2= H0A0æ

è
ç

ö

ø
÷

k
2

sinh2(-kb0 z +c)暳

暋暋暋[dt2+e2H0t毮ijdxidxj]+b2
0d2z。

(109)

明显的,这属于所谓的“warpedgeometry暠。

4.2暋能动张量

暋暋现在用第三节中讨论的方法来计算这个膜世界

的能动张量。模型中引力部分的拉氏量为

L= -g[2M3R-毇]- -g(1)毇1毮(z-毿)-

-g(2)毇2毮(z), (110)

通过使用正交标架,可以把这个拉氏量改写为[19]

L= - [g 2M3(氊a氊a-氊abc氊abc)+ 2
-g

灥M(eM
a氊a)-

]毇 - -g(1)毇1毮(z-毿)- -g(2)毇2毮(z),(111)

其中氊abc=eM
a毲db氊d

Mc ,为Ricci旋转系数,具有性质

氊abc=-氊acb ;而氊a=毲bc氊bac 。可以证明[8],上式中

的散度项在能动张量的计算过程中不起作用,因此

可以略去,这样实际计算中使用的拉氏量为[19]

L=2M3 -g(氊a氊a-氊abc氊abc)-暋暋暋暋暋暋

-g(1)毇1毮(z-毿)- -g(2)毇2毮(z)。 (112)

由超势的定义(74)式,有

VMN
a =4M3 -g eM

beN
c氊bc

a +(eM
aeN

b -eN
aeM

b )氊[ ]b 。
(113)

将度规(92)式用正交标架来改写

ds2=-毴

锍

0熱毴

锍

0+毴

锍

1熱毴

锍

1+毴

锍

2熱毴

锍

2+

毴

锍

3熱毴

锍

3+毴

锍

4熱毴

锍

4 , (114)
就可以得到相应的正交标架基矢

毴

锍

a=(n(t,z)dt,a(t,z)dx1,a(t,z)dx2,

a(t,z)dx3,b(t,z)dz), (115)
以及其分量

e0
t =n(t,z),ei

xi =a(t,z),e4
z =b(t,z)。

(116)
然而,由(31)式得到自旋联络的非零分量,有

氊04
0 =-氊40

0 =1
b

n曚
n

,氊04
4 =-氊40

4 =1
n

晍b
b

,

氊i0
i =-氊0i

i =-1
n

晍a
a

,氊i4
i =-氊4i

i =-1
b

a曚
a

,

氊0=-1
n

晍b
b -3

晍aæ

è
ç

ö

ø
÷

a
,氊4=-1

b
n曚
n +3a曚æ

è
ç

ö

ø
÷

a
,

(117)
从而得到超势的非零分量

Vtz
0 =-Vzt

0 =-12M3a2a曚

b
,

Vxit
i =-Vtxi

i =4M3a2b
n

晍b
b -4

晍aæ

è
ç

ö

ø
÷

a
,

Vxiz
i =-Vzxi

i =4M3a2n
b -n曚

n -2a曚æ

è
ç

ö

ø
÷

a
。

(118)
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由(79)式,得到系统的能量密度为

毰0=-12M3 aa曚2

b -a2a曚b曚
b2 +a2a曞æ

è
ç

ö

ø
÷

b
,(119)

而系统的能动张量密度的其它分量均为零。很明

显,系统的能量密度与n(t,z)无关。因此,系统

总能动矢量的唯一非零分量为系统的总能量:

P0=-12M3毜曇
毿

0
dyaa曚

b
, (120)

其中毜代表三维空间的体积。
对于RS模型,实际上就是取

a=n=e-kr旤z旤,暋b=r (121)

其结果为[20]

毰0=-36M3k2e-3kr旤z旤, (122)

P0=12M3ke-3kr毿毜 , (123)

可以看到,这里的总能量是无穷大的,这是由于弯

曲的额外维上的引力引起的效果。注意,如果r曻
0,即额外维消失,那么总能量P0曻0。这与广义相

对论的一般结果相符合。在广义相对论中,一个封

闭的引力系统的总能量(引力与物质的总能量)为
零[21]。另外,这里得到的能量密度是负的。出现这

个负值的原因在于,这里的模型是膜宇宙模型,物

质能量都被束缚在膜上,而只有引力能传播到第五

维度。前面提到,一个封闭系统的总能量(引力与

物质的总能量)为零,如果设物质能量为正,那么引

力的能量就是负的。因此在这个膜宇宙模型里,在

第五维度上没有物质能量去抵消引力能量,因此这

里的能量密度实际上主要反映了引力的能量密度。
因此,比较Planck膜和 TeV膜上的能量密度

毰P
0

毰T
0
=e3k毿r, (124)

得到一个指数形式的差距,这实际上就是层次问题

从引力角度的反映———Planck膜上的引力远远强

于 TeV膜上的引力,即引力被局域在了Planck膜

附近。根据 RS模型,如果要产生足够的层次,则

要求e
kr毿

~1015
,就是要求

毰P
0

毰T
0

~1045。 (125)

现在来考察暴涨 RS模型的情况,其结果为[19](在
某一给定时刻t)

毰0= -12M3b0H3
0A3

0

k e-3H0tcosh(-2kb0 z +2c)暳

sinh(-kb0旤z旤+c), (126)

P0=2M3H3
0A3

0

k2 e-3H0t毜暳[3cosh(c)-cosh(3c)-

3cosh(c-kb0毿)+cosh(3c-3kb0毿)]。
(127)

再次看到,如果b0曻0,即额外维消失,那么仍然有

总能量P0曻0。这说明我们的结果是合理的。这时

Planck膜和 TeV膜上的能量密度之比为

毰P
0

毰T
0
= cosh(2c)sinh(c)
cosh(-2kb0毿+2c)sinh(-kb0毿+c)。

(128)
根据前面的讨论,这里的能量密度也应该是负的。
这就给积分常数c和额外维尺度b0 加上了一个限

制条件:c>kb0毿。这样,又可以看到Planck膜上

的引 力 远 远 强 于 TeV 膜 上 的 引 力。如 果c ~
(kb0毿)+,得到一个非常大的层次。也就是说,在暴

涨RS模型中,如果取毰P
0/毰T

0 ~1045,也可以从引力

角度得到对层次问题的解释。注意,这里产生层次

的唯一要求是关于额外维尺度b0 的要求c>kb0毿,
而根据讨论,这一点是很自然的。所能够得到的层

次的大小取决于积分常数c和额外维尺度b0 的相

对大小,而与额外维尺度的绝对大小无关。因此,
规范层次是暴涨RS模型的一个性质,与额外维尺

度的产生机制无关。
另外,根据边界条件(108)式,看到对于积分常

数c的要求其实就是对于k1 和k2 的要求,这一点

与文献[18]中的结论相同。我们可以看到,在 AdS
空间中要求k2 <0,也就是要求c>kb0毿,这与上

面关于负能量密度的要求相同,也就说明了此处讨

论的合理性。正如文献[18]中所说,在这个模型

中,宇宙学常数问题与规范层次问题都转化成了

bulk中宇宙学常数与膜上的宇宙学常数之间的精

细调节问题。然而需要指出的是,宇宙学常数问题

的解决依赖于额外维尺度的大小,而规范层次问题

与额外维尺度的绝对大小无关。

4.3暋角动量

暋暋在考察了这个膜宇宙的能动张量之后,再来考

察它的角动量。根据(87)式,可以得到与角动量相

应的超势的非零分量[22]:

Vtz
04=Vzt

40=-Vzt
04=-Vtz

40=1
na

,

Vtxi
0i =Vxit

i0 =-Vtxi
i0 =Vxit

0i =1
nb

, (129)
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从而得到角动量密度的非零分量:

jt
04=-jt

40=-6M3a2a曚 ,

jxi
0i =-jxi

i0 =-2M3灥t(a2b),

jz
04=-jz

40=-6M3a2晍a , (130)
以及总角动量

J04=-J40=6M3毜曇nba5a曚dy 。 (131)

可以看到,总角动量的所有类空分量均为零,这是

对文献[16]中结论的推广。如果选

a=n=e-kr z ,暋b=r, (132)
即考虑RS模型的情况,则得到类似文献[16]中的

渐进结果。

暋暋下面考虑暴涨RS模型。同样得到总角动量的

非零分量:

J04=-J40=3M3毜A6
0

H0æ

è
ç

ö

ø
÷

k
7

暳暋暋暋暋暋暋

sinh(-kb0毿)sinh(-kb0毿+2c)。 (133)

可以看到,这里除了具有一般模型中的总角动量的

所有类空分量均为零以外,所有的非类空分量都是

无穷大。产生这个结果的原因与上节中总能量发散

的原因相同———弯曲的额外维度上引力的效果。因

此,这是暴涨RS模型与RS模型所共有的性质。

暋暋现在分析这一结果的渐进性质。类似上一节,
如果b0曻0,即额外维消失,那么总角动量也将为

零。这是因为此时弯曲额外维上的引力效果就消失

了。这个结果也说明了我们的分析是合理的。

4.4暋宇宙学常数

暋暋宇宙学常数问题[23]是当前理论物理中的一个

基本问题,它也许与暗能量相关。为什么目前观测

到的宇宙学常数如此之小[24]? 为什么不是取它的

自然值M4
Pl? 二者之间存在著名的120个数量级的

差距,也是理论物理中一个重要的层次问题。为了

解决这个问题,人们进行了许多尝试,比如通过超

引力[25]或者超弦理论[26]来解决。自从膜理论兴起

以后,也产生了许多这方面的研究工作[27]。

RS模型的目的是解决层次问题,即为什么引

力能标远远高于弱电能标。他们的出发点是作用量

(93)式以及度规:

ds2=e-2krc旤毤旤毲毺毻dx毺dx毻+r2
cd毤2, (134)

其中e-2krc 毤 称为扭曲因子。在 RS模型中,四维

的Planck能标与五维的基本质量能标相联系:

M2
Pl =M3

k
[1-e-2krc毿],暋k= -毇

24M3 。(135)

为了产生合适的层次,RS模型要求ekrc毿在1015的量

级上。因此

M2
Pl ~ M3

k =M3 24M3

-毇
, (136)

并且要求四维的 Planck能标与五维的基本质量能

标相等,因此可以看到五维的bulk宇宙学常数取

其自然值:

-毇~M5
Pl。 (137)

另外,RS模型中两个膜上的宇宙常数(真空能)由
五维的bulk宇宙学常数和五维的基本质量能标决

定:

-毇2=毇1=24kM3, (138)

因此,如果要求四维的 Planck能标与五维的基本

质量能标相等,可以看到膜上的宇宙学常数也取它

们的自然值

-毇2=毇1 ~M4
Pl。 (139)

另外,在RS模型中要求唯一的精细调节krc~10,
则可以知道第五维度的紧致化尺度为

rc ~1018 GeV-1 ~10-34 m 。 (140)

可以看到,额外维的尺度在 Planck尺度附近。这

就给RS模型的可靠性提出了一个严重的问题:RS
模型使用的是经典广义相对论,在这个尺度上广义

相对论是否还有效? 我们相信在这个尺度上必须考

虑量子效应,这是RS模型的不足之处之一。
注意,在 RS模型中,两个膜上已经预先假定

存在相应的宇宙学常数。现在考虑修改一下这个假

定,即考虑膜上并没有宇宙学常数,而观测到的宇

宙学常数是由五维bulk中的宇宙学常数诱导产生

的有效宇宙学常数。RS模型提供了一个解决层次

问题的机制,而这里将通过修改 RS模型来得到一

个产生小的有效宇宙学常数的机制,但仍然保留

RS中的一个条件———要求四维的Planck能标与五

维的基本质量能标相等。另外,还要求一个比 RS
模型还小很多的额外维紧致化半径。这些要求的原

因将在后面看到。这样一来,由(135)式有

-毇~M5
Pl (1-e-2krc毿)2=M5

Pl毰2, (141)

这里很小的额外维紧致化半径的要求转化为了很小
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的毰的要求。

暋暋考虑五维的引力作用量[28]:

S=曇d4x曇
毿rc

-毿rc
dy -g[2M3R-毇]。 (142)

为了得到小的有效宇宙学常数,对膜宇宙学常数部

分的作用量做沿第五维方向的积分:

S毇 =曇d4x -6M3毇(1-e4krc毿)。 (143)

如果把四维质量尺度MPl 作为基本的质量尺度,即

要求四维的 Planck能标与五维的基本质量能标相

等,即MPl ~M,那么bulk中的五维宇宙学常数就

取(141)中的值,因此有

S毇 ~曇d4xM4
Pl毰(1-e4krc毿)。 (144)

把这个结果与处于y=rc毿处的可见膜上的有效作

用量相对比:

Seff=曇d4x -gvis(-毇vis
(4)+2M2

PlRvis
(4)),

(145)

其中gvis
毺毻 =e-2krc毿毲毺毻 。得到

-毇vis
(4)~M4

Pl(1-e-2krc毿)(e4krc毿 -1)

~M4
Pl毮 。 (146)

可以看到,如果毮~10-120 ,就可以在可见膜上得

到一个非常小的有效四维宇宙学常数,-毇vis
(4) ~

10-47 GeV4。注意,在 RS模型中,为了得到 TeV
尺度与Planck尺度指数形式的层次,要求krc~10,

也就是要求rc ~10-34cm 。这里,为了产生一个非

常小的四维有效宇宙学常数,要求rc 非常之小。这

样一来,实际上小的宇宙学常数来自于小的额外维

尺度。需要指出的是,这里的rc 太小,而无法同时

解决层次问题,只能单独用类似 RS模型中解决层

次问题的机制来解决宇宙学常数问题。与 RS模型

中相同,所有的问题都只归结于第五维紧致化半径

rc 的精细调节问题。同样的,在另一个膜———隐藏

膜上也可以由类似的机制得到一个小的四维有效宇

宙学常数。这个膜上的有效作用量为

Seff=曇d4x -ghid(-毇hid
(4)+2M2

PlRhid
(4)),

(147)

其中ghid
毺毻 =毲毺毻 。可以类似的得到

-毇vis
(4)~M4

Pl毰(1-e-4krc毿)~M4
Pl毮曚。 (148)

同样的,如果毮曚~10-120,就可以在可见膜上得到一

个非常小的有效四维宇宙学常数,-毇hid
(4)~10-47

GeV4。

5暋结论与分析

在一般的五维宇宙学膜理论以及暴涨 RS模型

中的能动张量的分析中,我们的结论显示,在暴涨

RS模型中的总能量是无穷大的,这是由于弯曲的

额外维上的引力引起的效果。注意如果r曻0,即额

外维消失,那么总能量P0曻0。这与广义相对论的

一般其结果相符合。在广义相对论中,一个封闭的

引力系统的总能量(引力与物质的总能量)为零。另

外我们注意到,这里得到的能量密度是负的。出现

这个负值的原因在于,这里的模型是膜宇宙模型,
物质能量都被束缚在膜上,而只有引力能传播到第

五维度。前面提到,一个封闭系统的总能量(引力

与物质的总能量)为零,如果设物质能量为正,那么

引力的能量就是负的。在这个膜宇宙模型里,第五

维度上没有物质能量去抵消引力能量,因此这里的

能量密度实际上主要反映了引力的能量密度。所

以,比较Planck膜和 TeV 膜上的能量密度,便可

得到一个指数形式的差距,这实际上就是层次问题

从引力角度的反映———Planck膜上的引力远远强

于 TeV膜上的引力,即引力被局域在了Planck膜

附近。这里产生层次的唯一要求是关于额外维尺度

b0 的要求c>kb0毿0,而根据讨论这一点是很自然

的。层次的大小取决于积分常数c和额外维尺度b0

的相对大小,而与额外维尺度的绝对大小无关。因

此,规范层次是暴涨 RS模型的一个性质,与额外

维尺度的产生机制无关。
在一般的五维膜宇宙模型以及暴涨 RS模型的

角动量分析中,可以看到总角动量的所有类空分量

均为零,这是对文献[16]中结论的推广。而在暴涨

RS模型中,除了具有一般模型中的总角动量的所

有类空分量均为零这一性质以外,所有的非类空分

量都是无穷大。产生这个结果的原因是由弯曲的额

外维度上引力引起的效果。因此,这是暴涨 RS模

型与RS模型所共有的性质。如果b0曻0,即额外维

消失,那么总角动量也将为零。这是因为这样一来

弯曲额外维上的引力效果就消失了。这个结果也说

明了我们的分析是合理的。
考虑修改RS模型,即考虑膜上并没有宇宙学

·13·暋第3期 李希国等:与额外维相关的膜宇宙模型



常数,而观测到的宇宙学常数是由五维bulk中的

宇宙学常数诱导产生的有效宇宙学常数。RS模型

提供了一个解决层次问题的机制,而这里通过修改

RS模型,进而得到一个能够产生小的有效宇宙学

常数的机制。可以看到,如果毮~10-120,就可以在

可见膜上得到一个非常小的有效四维宇宙学常数,

-毇vis
(4)~10-47GeV4。注意,在 RS模型中,为了得

到TeV尺度与Planck尺度指数形式的层次,要求

krc~10,也就是要求rc~10-34cm。这里,为了产

生一个非常小的四维有效宇宙学常数,要求rc 非常

之小。这样一来,实际上小的宇宙学常数来自于小

的额外维尺度。需要指出的是,这里的rc 太小了,
而无法同时解决层次问题,只能单独用类似 RS模

型中解决层次问题的机制来解决宇宙学常数的问

题。与RS模型中相同,所有的问题都只归结于第

五维紧致化半径rc 的精细调节。同样的,在另一个

膜———隐藏膜上也可以由类似的机制得到一个小的

四维有效宇宙学常数。
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ABraneUniverseModelwithExtraDimension*

LIXi灢guo1),JIABei1

(1VirginiaPokytechnicInstituteandStateUniversity,BlackskurgVA24061灢0131,USA)

Abstract:Wesummarizedboththegeneralcovariantenergy灢momentumandangularmomentumconser灢
vationlawinthegravitationalsystemandanalyzedthegeneralcovariantenergy灢momentumtensorofthe
gravitationalsystemingeneralfive灢dimensionalcosmologicalinbrane灢universemodels.Aftercalculating
thisenergy灢momentumforthecosmologicalgeneralizationoftheRandall灢Sundrum(RS)modelwhichin灢
cludestheoriginalRSmodelasthestaticlimit,weareabletoshowthattheweaknessofthegravitationon
the“visible暠braneisageneralfeatureofthismodel.Thisistheoriginofthegaugehierarchyfromagravi灢
tationalpointofview.Ourresultsarealsoconsistentwiththefactthatagravitationalsystem has
vanishingtotalenergy.Wealsodiscussedthepropertiesofthegeneralcovariantangularmomentumin
five灢dimensionalbrane灢universemodel.Withcalculationofthetotalangularmomentumofthismodel,we
analyzedthepropertiesofthetotalangularmomentumintheinflationaryRSmodel.Wepointedthatthe
space灢likecomponentsofthetotalangularmomentumarezerowhiletheothersarenon灢zero,whichagrees
withtheresultsfromordinaryRSmodel.Wealsoinvestigatedthebulkcosmologicalconstantandbrane
vacuumenergiesinRSmodel.Weshowthatthefive灢dimensionalbulkcosmologicalconstantandthevacu灢
umenergiesofthetwobranescouldtaketheirnaturalvalues.Finallywearguedhow wecangeneratea
smallfour灢dimensionaleffectivecosmologicalconstantonthebranesbymodifyingtheoriginalRSmodel.

Keywords:extradimension;brane;energy灢momentum;angularmomentum;cosmologicalconstant
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