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摘要: 从现实核力出发 (手征有效场论N3LO)，应用多体微扰理论对一些双幻核进行计算。借助相似重整化

群理论对手征有效场论核力进行“软化”处理。在Hartree-Fock基矢下对有效哈密顿量进行多体微扰理论计

算，对能量的修正计算到第三阶，对波函数微扰修正到第二阶。利用反对称化的Goldstone图对波函数进行

展开，进而对单体密度进行修正，从单体密度出发对原子核半径进行计算。与实验数据进行对比，给出了很

好的计算结果。
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1 引言

原子核结构领域一个最基本却很有挑战的课题是

从现实核力出发计算有限核。现实核力是指可以很

好的重复两核子低能散射相移以及氘核性质的核力。

常见的现实核力有CD-Bonn
[1]
, Nijmegen

[2]
, Argonne

V18(AV18)
[3]
, INOY

[4]
以及手征有效场论

[5, 6]
等等。

它们都包含强的短程关联使得在进行核结构计算

时收敛很慢。为了很好地处理短程关联和加速计算

收敛速度，这些现实核力常常需要借助重整化方法

进行处理。最传统和古老的方法是将无穷阶阶梯图

求和的G-matrix 重整化方法
[7–9]
。最近，许多新的

重整化方法逐渐出现：例如，Vlow-k
[10, 11]

，相似重

整化群 (Similarity Renormalization Group, SRG)
[12]
，

Okubo-Lee-Suzuki
[13–18]

以及Unitary Correlation Op-

erator Method (UCOM)
[19, 20]

等等。这些重整化方法

可以将现实核力进行“软化”，同时保证在低能区所有

的对称性及可观测量保持不变。它们本质上都是自由

度的变化，所以会产生多体力 (引入三体力，induced

three-body force)。我们的计算将忽略原初三体力和引

入三体力。

第一性原理计算是指从量子力学第一性原理出发进

行计算，它避免了其他模型所带来的额外参数和对称

性的破坏，是揭示自然界物理规律不可或缺的手段，也

是量子力学发展的助推器。就核物理学科而言，第一

性原理的计算要求体系的核力是现实核力。现如今核

物理领域已经发展起来许多很好的多体理论，例如：

No-Core Shell Model (NCSM)
[21–25]

, Green’s Func-

tion Monte Carlo (GFMC)
[26–29]

以及Coupled Cluster

(CC)
[30–32]

等等。值得一提的是由于计算能力的限制，

NCSM和GFMC限制在轻核区(616O)，CC局限于双

幻核附近。

重整化方法处理短程关联，Hartree-Fock (HF)方

法则主要是处理长程关联。然而，传统的HF方法只考

虑一个 Slater行列式来构建基态组态，所以它忽略了很

多高阶关联。对于唯像的核力，可以通过拟合实验数

据将这些高阶效应包含在拟合参数当中，进而给出与

实验数据符合得很好的结果。对于第一性原理计算来

说，我们需要超越HF去包含在低阶HF中没有考虑到

的中程关联。多体微扰理论 (many-body perturbation

theory，MBPT)是一种很有力的工具去包含这些丢

失的关联
[33–36]

。经常使用的微扰有Brillouin-Wigner

(BW)
[37, 38]

和Rayleigh-Schrödinger (RS)
[39, 40]

等方

法。最近一些有关MBPT的工作显示出基于现实核

力的MBPT在HF基矢下可以很好地提高计算结果

的收敛性。这些相关的工作使用了不同的重整化方

法 (Vlow-k，OLS，UCOM)，并在低阶MBPT的计算

中获得了很好的收敛结果
[34–36]

。我们的工作使用了相

同的MBPT方法。不同于先前的方法，我们的计算考

虑了MBPT对原子核半径的修正。为了节约计算资源，
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我们在角动量耦合表象下进行MBPT计算。对能量的

修正计算到三阶，对半径的修正考虑到二阶。

2 理论框架

2.1 有效哈密顿量

在本文工作中我们所使用A个核子系统的內禀哈密

顿量如下：

Ĥ =

A∑
i<j

(pi−pj)
2

2mA
+

A∑
i<j

VNN,ij ， (1)

这里的标记是通用标记。上式右边第一项是內禀的动

能项，VNN,ij是核子-核子相互作用 (包含了质子之间的

库伦相互作用)。核子-核子相互作用采用手征有效场

论N3LO
[5]
。

为了软化手征N3LO势的短程排斥和短程张量力成

分，我们使用相似重整化群方法对其进行软化处理。相

似重整化群方法
[12]
通过连续的相似变换将核力中包含

大动量转移的部分压低，从而达到软化核力的效果，得

到的有效核力具有更好的微扰性。

2.2 角动量耦合表象下的球形Hartree-Fock

得到有效相互作用后我们首先进行HF计算，接

着在HF基础上利用MBPT对HF进行修正。我们选取

球形双幻核进行计算。球对称性保证HF单粒子轨道

的轨道量子数 (l)、总的角动量量子数 (j)以及磁量子

数 (mj)的守恒。将HF单粒子基矢 |α⟩在球形谐振子基
矢 |nljmjmt⟩下展开：

|α⟩= |νljmjmt⟩=
∑
n

D
(νljmjmt)
n |nljmjmt⟩, (2)

这里的n和mt分别表示径向量子数和同位旋的三分量

量子数。A个核子体系的波函数可以在HF单粒子基矢

的基础上用一个 Slater行列式来表示。通过对HF能量

期望值的变分，我们可以得到HF单粒子本征方程，∑
n2

h
(ljmjmt)
n1n2 D

(νljmjmt)
n2 = ενljmjmt

D
(νljmjmt)
n1 , (3)

这里 ενljmjmt
表示HF单粒子本征能量，h

(ljmjmt)
n1n2 代

表HF单粒子哈密顿量的矩阵元：

h
(ljmjmt)
n1n2 =

∑
l′j′m′

jm
′
t

∑
n′

1n′
2

H
(ljmjmt;l

′j′m′
jm

′
t)

n1n′
1n2n′

2
×

ρ
(l′j′m′

jm
′
t)

n′
1n′

2
, (4)

这里H
(ljmjmt,l

′j′m′
jm

′
t)

n1n
′
1n2n

′
2

和 ρ
(l′j′m′

jm
′
t)

n′
1n

′
2

分别是两体有效

相互作用的矩阵元和单体密度。它们可以被写成

H
(ljmjmt;l

′j′m′
jm

′
t)

n1n′
1n2n′

2
=

⟨n1ljmjmt,n
′
1l

′j′m′
jm

′
t|Ĥ|n2ljmjmt,n

′
2l

′j′m′
jm

′
t⟩
(5)

和

ρ
(l′j′m′

jm
′
t)

n′
1n′

2
=
∑
u

N (ul′j′m′
jm

′
t)D

∗(ul′j′m′
jm

′
t)

n′
1

×

D
(ul′j′m′

jm
′
t)

n′
2

, (6)

这里N (µl′j′m′
jm

′
t) 是HF 单粒子轨道的占有数，也

即N (µl′j′m′
jm

′
t) =1 (占有)或 0 (不占有)。

实际计算中，我们通过对下式进行对角化得到HF

单粒子本征态：

∑
n2

 ∑
n′

1n′
2

∑
l′j′m′

jm
′
t

H
(ljmjmt,l

′j′m′
jm

′
t)

n1n′
1,n2n′

2
ρ
(l′j′m′

jm
′
t)

n′
1n′

2

×

D
(νljmjmt)
n2 = ενljmjmt

D
(νljmjmt)
n1 。 (7)

在球形闭壳的情况下，HF单粒子本征能量不依赖于磁

量子数mj，这将导致出现 2j+1维简并。在这种情况

下，可以忽略mj而重新写出D
(νljmt)
n =D

(νljmjmt)
n 以

及 ενljmt
= ενljmjmt

。此时我们可以简化公式 (7)
[36]
：

∑
n2

[ ∑
n′

1n′
2

∑
l′j′m′

t

∑
J

2J+1

(2j+1)(2j′+1)

√
1+δk1k

′
1
×

√
1+δk2k

′
2
×⟨

n1ljmt,n
′
1l

′j′m′
t;J |Ĥ|n2ljmt,n

′
2l

′j′m′
t;J

⟩
×

ρ
(l′j′m′

t)
n′

1n′
2

]
D(νljmt)

n2
= ενljmt

D(νljmt)
n1

, (8)

这里 δkk′ = δnn′δll′δjj′δmtm
′
t
和单体密度矩阵，

ρ
(l′j′m′

t)
n′

1n′
2

=
∑
µ

O(µl′j′m′
t)D

∗(µl′j′m′
t)

n′
1

D
(µl′j′m′

t)
n′

2
, (9)

这 里O(µl′j′m′
t) 是 轨 道 上 占 有 的 粒 子 数， 也

即O(µl′j′m′
t) =2j′+1 (占有)或 0 (不占有)。

2.3 多体微扰理论

在计算中我们采用Rayleigh-Schrödinger 微扰理

论。首先将A个核子的哈密顿量 (公式 (1))分成零阶

部分 (Ĥ0)和微扰部分 (V̂ )，

Ĥ = Ĥ0+(Ĥ−Ĥ0)= Ĥ0+ V̂ 。 (10)

此A核子体系的精确解是

ĤΨn =EnΨn, n=0,1,2, · · · ， (11)
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对于零阶部分，

Ĥ0Φn =E(0)
n Φn, n=0,1,2, · · · 。 (12)

如果我们选取HF 单粒子哈密顿量公式 (4) 作

为 Ĥ0，体系零阶能量E
(0)
0 是对单粒子能量求和到费

米面。对于体系的基态，Rayleigh-Schrödinger微扰理

论 (RSPT)给出：

χ=Ψ−Φ0, (13)

∆E=E−E(0), (14)

Ψ =
∞∑

m=0

[
R̂0(E

(0))(V̂ −∆E)
]m

Φ0, (15)

∆E=
∞∑

m=0

⟨Φ0|V̂
[
R̂0(E

(0))(V̂ −∆E)
]m|Φ0⟩。 (16)

这里 R̂0 =
∑
i̸=0

|Φi⟩⟨Φi|
E

(0)
0 −E

(0)
i

。在此过程中我们使用了中

间归一化：

⟨Φn|Φn⟩=1, ⟨χn|Φn⟩=0,

⟨Ψn|Φn⟩=1, ⟨Ψn|Ψn⟩=1+⟨χn|χn⟩。 (17)

将上式按微扰 V̂ 出现的数目重新排列：

E=E(0)+E(1)+E(2)+E(3)+ · · · 。 (18)

相应的一、二、三阶修正是：

E(1) = ⟨Φ0|V̂ |Φ0⟩, (19)

E(2) = ⟨Φ0|V̂ R̂0V̂ |Φ0⟩, (20)

E(3) = ⟨Φ0|V̂ R̂0(V̂ −⟨Φ0|V̂ |Φ0⟩)R̂0V̂ |Φ0⟩。 (21)

相似地，我们可以写出波函数的微扰展开：

Ψ =Φ0+Ψ (1)+Ψ (2)+ · · · 。 (22)

这里

Ψ (1) = R̂0V̂ |Φ0⟩ (23)

和

Ψ (2) = R̂0(V̂ −E(1))R̂0V̂ |Φ0⟩ (24)

分别对应一阶和二阶波函数修正。为了简明，我们用反

对称的Goldstone图描述不同的微扰展开项。图 1给出

能量的修正，图 2给出对波函数的修正。

⟨R2
pp⟩=

∫
r2ρp(r)d

3r∫
ρp(r)d3r

。 (25)

图 1 多体微扰理论中第一、二、三阶能量修正的反对

称Goldstone图

本文工作与先前工作最大的不同之处在于我们考虑

了微扰理论对波函数的修正，并由此出发对原子核的半

径计算进行修正。在我们的计算中利用单体局域的密度

图 2 多体微扰理论中第一、二阶波函数修正的反对称Goldstone图
(a) 是第一阶修正，(b)-(i)是第二阶修正。
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算符计算质子均方根半径，所以我们将对波函数的修正

考虑进单体局域密度算符的计算中。当我们对单体局域

密度修正到二阶时，我们仅需考虑图 2中的(a)、(b)以

及(c)。

Ψ =Φ0+Ψ (1)+Ψ
(2)
b +Ψ

(2)
c 。 (26)

此时修正过的单体密度为

ρ(r)= ⟨Ψ |ρ̂(r)|Ψ⟩

= ⟨Φ0|ρ̂(r)|Φ0⟩+⟨Φ0|ρ̂(r)|Φ0⟩⟨Ψ (1)|Ψ (1)⟩+

2⟨Φ0|ρ̂N |Ψ (2)
b ⟩+2⟨Φ0|ρ̂N |Ψ (2)

c ⟩+⟨Ψ (1)|ρ̂N |Ψ (1)⟩

= ⟨Φ0|ρ̂(r)|Φ0⟩+⟨Φ0|ρ̂(r)|Φ0⟩⟨Ψ (1)|Ψ (1)⟩+

2ρa+2ρb+ρc1 +ρc2 ， (27)

这里 ρa = ⟨Φ0|ρ̂N |Ψ (2)
b ⟩，ρb = ⟨Φ0|ρ̂N |Ψ (2)

c ⟩以及 ρc1 +

ρc2 = ⟨Ψ (1)|ρ̂N |Ψ (1)⟩。用图的语言在图 3中表示出来。

图 3 微扰理论中第二阶单体密度修正的反对称

Goldstone图

对能量修正和单体密度修正的具体细节可以参考相关文

献
[41]
。

由于我们采用了单粒子坐标而不是相对坐标，计

算得到的波函数Ψ(r)会包含质心运动，由此将质心

运动也带入了单体密度 ρ之中。我们采用一种标准处

理球形HF的修正方法
[42]
移除虚的质心运动造成的半

径 rCOM，

rCOM =

[
r2SHF− b2

A

]1/2
−rSHF, (28)

这里 b2 =
~

mΩ
，A是核子数目。

3 结果及讨论

我们用MBPT对两个闭壳核 (4He和 16O)进行了

计算。利用相似重整化群方法对手征有效场论N3LO进

行软化，从而得到有效哈密顿量。此时得到的有效相互

作用矩阵元是表达在谐振子基矢下。接着在谐振子表

象下求解球形HF，得到球形HF后，在HF基下进行多

体微扰修正。我们在截断的模型空间中进行计算，也即

取Nshell =max(2n+ l+1)个谐振子主壳。我们的计算

显示取Nshell=11已经能得到很好的收敛结果。

图 3 给出了 4He 基态能量在不同的模型空间

(Nshell)和流参数 (λ)下随谐振子参数 ~Ω变化的MBPT

计算结果。可以看到谐振子大壳至少取Nshell = 11

时计算结果对模型空间的依赖变得很小，此时计算

对谐振子参数 ~Ω的依赖也变得很小。这种变化趋势
与NCSM

[45, 46]
的计算结果很相似。当流参数λ = 3.0

fm−1时MBPT随阶数增加没有快的收敛性，这与在此

大的流参数下有效相互作用基本与起始的相互作用很接

近，有较强的短程关联导致收敛性很差。Jurgenson等

研究了 ~Ω = 36 MeV时 4He的基态性质随流参数λ

的演化。他们发现λ ≈ 2.0 fm−1 时只用有效的两体

力 (忽略三体力)就可以很好地重复实验数据。表 1给

出λ=2.0 fm−1，~Ω=35 MeV时MBPT计算结果。可

以看到E(2)/E(1)=0.232 7，E(3)/E(2)=0.176 7，逐阶

展开的收敛性很明显。同时质子的均方根半径与实验符

合得很好，且第二阶修正很小，这意味着波函数的微扰

收敛也很快。

表 1 用微扰理论逐阶展开计算的4He基态性质。
PT2和PT3分别代表二阶和三阶微扰修正。计算
中取Nshell =13，~Ω=35 MeV，λ=2.0 fm−1。

观测量 质子半径/fm Eg.s./MeV

实验 1.450[43] −28.296[44]

球形HF 1.651 8 −21.863 9

PT2 0.001 3 −5.087 5

PT3 − −0.898 9

质心修正 −0.092 2 −
总和 1.560 9 −27.850 3

图 4给出了 16O的计算结果，可以看到对不同的模

型空间 (Nshell)和流参数 (λ)在 ~Ω ≈ 35 MeV时有能量

的极小值，并且此时能量随谐振子大壳的变化基本收

敛。当取λ=1.5 fm−1时计算得到的基态能量相对于实

验数据很负，显示出过度的束缚，这主要是由于我们

的计算忽略了三体力。当流参数λ取得比较大时，也

即λ> 3.0 fm−1，相似重整化群方法给出较“硬”的有

效相互作用。此时重整化方法引入的三体力及更多体力

的影响比较弱。但是对较“硬”的有效相互作用需要非

常大的模型空间进行计算，且此时的微扰性变得很差需

要考虑超过三阶的修正。相反，当流参数λ取得比较小
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图 4 (在线彩图)HF基矢下的多体微扰理论计算 4He的基态性质随谐振子参数 ~Ω 以及相似重整化流参数λ的变化情

况，计算中核力采用手征有效场论N3LO

图 5 (在线彩图)HF基矢下的多体微扰理论计算 16O的基态性质随谐振子参数 ~Ω以及相似重整化流参数λ的变化情

况，计算中核力采用手征有效场论N3LO
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时，相似重整化群方法给出较“软”的有效相互作

用。但此时重整化引入的三体力效应将会很大。根

据以往的经验流参数λ ∼ (2.0 ∼ 2.5) fm−1 时，核

力可以被很好的软化，同时重整化引入的三体力

效应也被很好的压低
[12, 46, 47]

。表 2 给出λ = 2.5

fm−1，~Ω = 35 MeV时的MBPT 计算结果。可以

看到E(2)/E(1)=0.699 9，E(3)/E(2)=0.077 7，很明显

在 16O计算中收敛也很快，我们可以忽略更高阶的贡

献。在文献[47]中可以看到HF基矢下MBPT计算到第

三阶就可以与精确结果很相近，第四阶修正和更高阶修

正可以被忽略。从表 2中还可以看到半径小于实验值，

其它的第一性原理计算也都显示出系统性比实验值小的

结果
[36, 48]

。

表 2 用微扰理论逐阶展开计算 16O 的基态性质。
PT2和PT3分别代表二阶和三阶微扰修正。计算
中取Nshell =13，~~~Ω=35 MeV，λ=2.5 fm−1

观测量 质子半径/fm Eg.s./MeV

实验 2.58[43] −127.62[44]

球形HF 2.201 0 −85.172 7

PT2 −0.006 3 −59.616 7

PT3 − −4.629 5

质心修正 −0.016 9 −
总和 2.177 8 −149.418 9

4 结论

从手征有效场论出发，利用多体微扰理论 (many-

body perturbation theory, MBPT)对双幻闭壳核 4He

和 16O进行第一性原理计算。为加快MBPT逐阶展开

的收敛速度选取Hartree-Fock(HF)单体哈密顿量作为

零阶微扰哈密顿量，本文证明在HF基矢下MBPT的

计算结果逐阶收敛很快。对能量的微扰计算到第三阶，

对波函数计算到第二阶就可以得到很好的收敛结果。在

此基础上详细分析了相似重整化群方法中的流参数、谐

振子参数以及模型空间大小对MBPT计算结果的依赖

和影响。
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Ab initio Many-body Perturbation Calculations with
Chiral N3LO Interaction

HU Baishan, XU Furong†
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Abstract: Starting from chiral N3LO, we have applied many-body perturbation theory (MBPT) to the struc-

ture of spherical, doubly closed-shell nuclei. The two-body N3LO interaction is softened by a similarity renor-

malization group transformation. The MBPT calculations are performed within the Hartree-Fock (HF) bases.

Higher-order corrections in the HF basis are small relative to the leading-order perturbative result. Corrections up

to the third order in energy and up to the second order in wave function are evaluated. Using the anti-symmetrized

Goldstone diagram expansions of the wave function, we directly correct the one-body density for the calculation

of the radius. Our results are in very good agreement with experimental data.
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