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压缩算符在自由标量场理论中的推广

周 遥 1,2, Jarah  Evslin1,2

(1. 中国科学院近代物理研究所，兰州  730000；

2. 中国科学院大学核科学与技术学院，北京  100049)

摘要:  引入了一种在量子场论中构造压缩算符的办法：考虑两个具有不同质量的同一标量场的自由哈密顿量，

通过博戈留波夫变换，导出广义压缩算符，该算符把一个基态映射到另一个。该算符作用的有效性分别在量

子场论的狄拉克表象和薛定谔泛函表象中得到了验证。我们相信，在任意实标量场理论中，只要存在两组以

线性变换联系起来的生成湮灭算符，压缩算符就被类似的方法找到。
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1    引言

压缩算符在当代量子光学中有着极其重要的地

位 [1−3]，它能够帮助我们研究具有压缩效应的量子态，

由于光场在这种量子态中的量子涨落小于在相干态中的

量子涨落，这使得它在通讯领域有着广阔的应用前景。

事实上，还有一些研究者在量子色动力学中讨论压缩算

符和压缩态，用来分析高能粒子在相互作用下的多重数

分布 [4−5]；并且在金兹堡-朗道理论的框架下，还可以

用来描述夸克-胶子等离子体中的相变问题 [6−7]。最后，

压缩算符在宇宙学的粒子产生机制以及弦论的研究中也

大放异彩 [8−10]。

a a† [a, a†] = 1

b b†

通过计算压缩算符与生成湮灭算符的对易关系，我

们从中可以看到博戈留波夫变换。博戈留波夫变换是一

种正则对易关系代数 (或者正则反对易关系)之间的同

构，例如，在谐振子的基矢下，考虑玻色子的生成湮灭

算符   和   ，它们满足正则对易关系   ，对它

们进行线性变换可以得到一对新的算符  和  ：

b =ua+ va†,

b† =u∗a† + v∗a, (1)

u v |u|2 − |v|2 = 1

[b, b†] = 1

其中  和  为复常数。如果满足条件  ，即

可得到   ，那么这个线性变换即为博戈留波夫

变换，它保持了正则对易子的代数结构。

博戈留波夫变换作为研究各种量子系统性质的重要

工具，最突出的应用是博戈留波夫自己用于超流体的

研究 [11]，其他应用还包括研究各种哈密顿体系以及反

铁磁理论的激发 [12]。但是有一个让我们印象尤其深刻

的应用：在计算弯曲时空中的量子场论时，真空的定义

可以改变，并且可以在这些不同的真空之间进行博戈留

波夫变换，这被用于霍金辐射的推导 [13]。我们从中看

到了博戈留波夫变换与压缩算符之间的密切联系。

在本文中，我们首先在量子力学的框架下重现了压

缩算符的作用过程：它将一个谐振子的基态映射到另一

个谐振子基态。然后我们将压缩算符推广到 1+1维量

子场论，并实现了不同质量标量场的自由真空态之间的

映射。另外，我们还注意到了一篇文献 [14]，该文献用

一种全新的方法得到了和我们同样的广义压缩算符，作

者将其命名为量子电路扰动理论。

2    量子谐振子

在量子力学中，位置本征态

x̂|x⟩ = x|x⟩, (2)

可以作为希尔伯特空间的一组完备基。归一化之后，任

意态都能够被写成

|ψ⟩ =
w

dx|x⟩⟨x|ψ⟩ =
w

dx ψ(x)|x⟩, (3)

其中

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩。 (4)

ψ(x)

于是狄拉克态矢与相关联的薛定谔波函数建立了一一对

应的关系。这意味着对于  的任何计算都可以用量

子态的描述来完成。
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在本节中，利用狄拉克和薛定谔表象，压缩算符把

不同频率的量子谐振子的基态联系起来。这将为第三节

量子场论中非常相似的计算做铺垫。

2.1    量子谐振子模型

量子谐振子的哈密顿量为

H =
1

2
(p̂2 + ω2x̂2)。 (5)

ω

ℏ = 1 m = 1 x̂ p̂

[x̂, p̂] = i

其中：频率   为正数，并且我们设约化普朗克常数

  以及质量   。   和   分别为位置与动量算符

且满足正则对易关系  。我们在薛定谔表象下进

行计算，这时的态不随时间演化但是算符依赖时间。

当然，我们可以引入生成湮灭算符

a =
1√
2

(
ω1/2x̂+ iω−1/2p̂

)
, (6)

a† =
1√
2

(
ω1/2x̂− iω−1/2p̂

)
。 (7)

[a, a†] = 1它们满足海森堡对易关系  并将哈密顿量对角化：

H = ω

(
a†a+

1

2

)
。 (8)

式 (8)和海森堡代数给出了基态满足的关系：

a|0⟩ = 0, H|0⟩ = E0|0⟩, E0 =
1

2
ω。 (9)

在薛定谔表象，正则对易关系相当于作替换

p̂ = −i∂x̂, (10)

H|E⟩ = E|E⟩因此能量本征方程  成为了一个波动方程

1

2
(−∂2

x + ω2x2)ψ = Eψ, (11)

其解为

ψn(x) =

√
1

2nn!

(ω
π

)1/4

exp
(
−ωx

2

2

)
·Hn(

√
ωx), (12)

其中出现了埃尔米特多项式

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x2。 (13)

2.2    压缩算符

在量子力学，压缩算符被定义为

Ŝr = exp
(
1

2
r
(
aa− a†a†

))
, (14)

容易看出它是一个幺正算符。它作用于湮灭和产生算符

即可导出博戈留波夫变换

aŜr = cosh (r)Ŝra− sinh(r)Ŝra
†,

a†Ŝr = cosh(r)Ŝra
† − sinh(r)Ŝra。 (15)

a特别注意到  会湮灭基态，所以

aŜr|0⟩ = − sinh(r)Ŝra
†|0⟩,

a†Ŝr|0⟩ = cosh(r)Ŝra
†|0⟩。 (16)

2.3    两个频率

ω1 |0⟩1
t0

ω2 t0

|0⟩1 |0⟩2

考虑一个频率为  的量子谐振子，让它的基态 

随着时间演化，然后在  时刻，某种作用导致这个谐振

子的频率突变成   ，那么在   之后的一段时间，基态

 会逐渐演化为基态   。这被称为谐振子频率突变

问题，其演化过程已经有一些文献讨论过 [15−16]。

a1 a†1 a2 a†2

由于我们并不关注上述的演化过程，只关注突变前

后的两个基态，事实上，我们想要研究的是两个基态之

间的映射关系。虽然哈密顿量中的频率发生了变化，但

是它们描述的仍然是同一个谐振子。因此，突变前后的

两个哈密顿量中的正则变量是等同的，而这两个哈密顿

量的生成湮灭算符是不同的，分别为  、   和  、  。

于是，相应的正则变量会有两种不同的分解：

x̂ =
1√
2ω1

(
a1 + a†1

)
=

1√
2ω2

(
a2 + a†2

)
,

p̂ =
1

i

√
ω1

2

(
a1 − a†1

)
=

1

i

√
ω2

2

(
a2 − a†2

)
。 (17)

不同频率对应的两组算符由博戈留波夫变换联系起来：

a2 = ua1 + va†1, a†2 = ua†1 + va1, (18)

u v其中  和  分别为

u =
1

2

(√
ω2

ω1

+

√
ω1

ω2

)
, v =

1

2

(√
ω2

ω1

−
√
ω1

ω2

)
。

(19)

由式 (16)和 (18)我们可以计算

a2Ŝr|0⟩1 =ua1Ŝr|0⟩1 + va†1Ŝr|0⟩1
=Ŝr (−u sinh(r) + v cosh(r)) a†1|0⟩1。 (20)

tanh(r) =
v

u
如果我们令   ，那么式 (20)等于 0，也就相

当于

|0⟩2 = Ŝr|0⟩1。 (21)

由此我们重现了狄拉克表象中压缩算符的作用，事实上，

压缩算符

Ŝr = exp
[
1

2
arctanh

(
ω2 − ω1

ω2 + ω1

)
(a21 − a†21 )

]
, (22)

把一个谐振子的基态映射到了另一个谐振子的基态。
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i (i = 1, 2) n在薛定谔表象，第  个谐振子  的第  个激

发态正比于

(a†i )
nψ(i)

0 (x) =
(ωi

π

)1/4 Hn(
√
ωix)

(
√
2n)

exp
(
−ωix

2

2

)
,

(23)

ψ(i)
0 (x)其中   是归一化的基态波函数。式 (21)在薛定谔

表象下的版本为

Ŝrψ
(1)
0 (x) = exp

(
−1

2
â†2 tanh r

)
exp

(
1

2
â2 tanh r

)
×

exp
(
−1

2

(
â†â+ ââ†

)
ln(cosh r)

)
ψ(1)

0

=

√
2(ω1ω2)

1/4

√
ω1 + ω2

∞∑
n=0

1

22nn!

(
ω1 − ω2

ω1 + ω2

)n

×

H2n(
√
ω1x)

(ω1

π

)1/4

exp
(
−ω1x

2

2

)
=
(ω2

π

)1/4

exp
(
−ω2x

2

2

)
= ψ(2)

0 (x), (24)

SU(1, 1)其中：第一个等号由   群的BCH分解得到 [17]；

第二个等号使用了能量本征波函数；最后一个等号的计

算在附录A。

3    1+1维克莱因-高登理论

3.1    自由实标量场模型

x̂ p̂

Φ(x) Π(x)

在量子场论中，之前量子力学中的正则变量  和 

被实标量场  和  所取代。质量为m的 1+1维自

由实标量场理论由以下哈密顿量定义

H =
1

2

w
dx
[
Π2(x) + Φ(x)(−∂2

x +m2)Φ(x)
]
。 (25)

Φ(x) Π(x)场算符  和它的共轭动量算符  能够被生成湮灭

算符展开：

Φ(x) =
w dp

2π

1√
2ω(p)

(
a(p) + a†(−p)

)
eipx,

Π(x) =
w dp

2π
(−i)

√
ω(p)

2

[
a(p)− a†(−p)

]
eipx, (26)

ω(p) =
√
p2 +m2其中  。这些算符满足对易关系：

[Φ(x),Π(y)] = iδ(x− y), [a(p), a†(q)] = 2πδ(p− q),
(27)

H a(p) a†(p)并且  被  和  表达成对角形式：

H =
w dp

2π
ω(p)

{
a†(p)a(p) +

1

2

[
a(p), a†(p)

]}
, (28)

E0 m其中：第二项是无穷大的真空能  ，它能在  只取一

m

|0⟩

个值的情况下被正规序操作所移除，但是在   能同时

取多个值的情况下不能被移除。然而它是一个标量算符，

只影响哈密顿量的本征值和本征态，因此它对各种自由

哈密顿量的基态的构造是无关紧要的。由于该哈密顿量

是对角的，所以其基态  完全由以下条件表征:

a(p)|0⟩ = 0。 (29)

3.2    薛定谔波函数泛函表象

x̂ |x⟩
Φ(x) |φ⟩

在量子力学中，我们可以用态矢来表示量子态，即

狄拉克右矢括号表示，也可以用薛定谔波函数来表

示。同样地，在量子场论中，量子态可以用上面提到的

狄拉克括号来表示，也可以用薛定谔波函数泛函来 表

示 [18−19]。与量子力学中的位置算符  和位置本征态 

类似，量子场论中的场算符  和其本征态  由以下

本征方程定义：

Φ(x)|φ⟩ = φ(x)|φ⟩。 (30)

x Φ(x)

|φ⟩
Ψ(x) |Ψ⟩

我们需要注意：对于每一个   的值，场算符   都是

一个单独的算符，所以这些量子态包含了处于同一时刻

的 无穷多个对易算符的特征向量。由于这组本征态 

的完备性，任意一个厄密的  都对应 一个量子态  ，

因此可以作分解

|Ψ⟩ =
w
DφΨ [φ]

∣∣φ⟩, (31)

Dφ φ(x)此处的  是所有函数  所处的函数空间中的一个测

度，积分是对整个函数空间而言的，这里有一个更为直

观的表达：

Dφ→
∏
x

dφ(x), (32)

Ψ [φ]

|Ψ⟩
Ψ [φ]

而   是一个薛定谔波函数泛函，与量子力学中波函

数的地位是一样的。式 (31)也建立了狄拉克态矢  与

薛定谔波函数泛函   的一一对应关系，因此量子态

能够等价地被两种形式描述。在薛定谔泛函表象中，与

量子力学的情形类似，一个算符对波函数 (泛函)的作

用能够定义该算符对相应态的作用

Oψ(x) = ⟨x|O|ψ⟩ ⇒ OΨ [φ] = ⟨φ|O|Ψ⟩, (33)

例如

x̂ψ(x) = xψ(x) ⇒ Φ(x)Ψ [φ] = φ(x)Ψ [φ]。 (34)

正如在量子力学中，正则对易关系 (27)意味着动量可

以等效地表示为一个导数

Π(x) = −i
δ

δΦ(x)
。 (35)

我们此处用的实际是泛函导数，因为此处的作用对象是

一个泛函
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p̂ψ(x)=−i∂xψ(x)⇒Π(x)Ψ [φ]=−i
δ

δφ(x)
Ψ [φ]。 (36)

3.3    薛定谔基态波函数泛函

HΨ [φ] = EΨ [φ]现在我们需要回顾一下泛函方程  

的解。联立方程 (25)，(34)和 (36)我们能得到以下泛函

方程：

1

2

w
dx
(
− δ2

δφ(x)δφ(x)
+ φ(x)(−∂2

x +m2)φ(x)

)
Ψ [φ]

= EΨ [φ]。 (37)

Ψ0[φ] = η exp (−G[φ])假设基态解的形式为  ，带入方程

(37)，我们可以找到一个基态波函数泛函的解

Ψ0[φ̃] =η exp
(
−1

2

w dp
2π
ω(p)φ̃(p)φ̃(−p)

)
,

E0 =
1

2

w
dx

w dp
2π
ω(p)。 (38)

η φ̃ φ其中：  为任意标量，  为  的傅里叶变换

φ(x) =
w dp

2π
φ̃(p)eipx。 (39)

E0 a(p) a†(p)

Ψ0[φ̃] a(p)

而且和狄拉克表象一样，这里也出现了发散的真空能

 。由式 (26)可以得到  和  的展开式，因此我

们也可以验证   确实被  湮灭

a(p)Ψ0[φ̃]

=
w

dxe−ipx

(√
ω(p)

2
Φ(x) + i

√
1

2ω(p)
Π(x)

)
Ψ0[φ̃]

=
w

dxe−ipx

(√
ω(p)

2
φ(x)−

√
1

2ω(p)

δ

δφ(x)

)
Ψ0[φ̃]

=

(√
ω(p)

2
φ̃(p)−

√
1

2ω(p)
(2π)

δ

δφ̃(−p)

)
Ψ0[φ̃]

= 0。 (40)

3.4    归一化

Dφ φ(x)

2π

由于我们的广义压缩算符是幺正的，所以，当它将

一个基态映射到另一个，得到的基态波函数泛函的归一

性也能得到保证。如果紧致化空间维度，那么就能使用

标准的归一化方案。此时测度  能写成  的无穷个

傅里叶分量的一般测度的乘积(每一个分量都要除以  )。

内积可以被定义成泛函积分的形式

⟨ψ|ϕ⟩ =
w
Dφ⟨ψ|φ⟩⟨φ|ϕ⟩ =

w
Dφψ∗[φ]ϕ[φ], (41)

于是

1 =
w
Dφ Ψ∗[φ]Ψ [φ]

=η2
w
Dφ̃ exp

(
−

w dp
2π
ω(p)φ̃(p)φ̃(−p)

)
=η2Det

(√
π

ω

)
, (42)

ω ωpq = ω(p)δpq其中  的矩阵元  。因此基态波函数泛函

Ψ0[φ̃] = Det
(ω
π

) 1
4 exp

(
−1

2

w dp
2π
ω(p)φ̃(p)φ̃(−p)

)
(43)

被归一化。

后面我们需要用到激发态，所以我们用以下替换①

Det
(ω
π

) 1
4 −→

∏
p

(
ω(p)

π

) 1
4

,

exp
(
−1

2

w dp
2π
ω(p)φ̃(p)φ̃(−p)

)
−→∏

p

exp−1

2

ω(p)

2π
φ̃(p)φ̃(−p), (44)

将波函数泛函重写成

Ψ0[φ̃] =
∏
p

(
ω(p)

π

) 1
4

exp
(
−1

2

ω(p)

2π
φ̃(p)φ̃(−p)

)
, (45)

a†(p) p

δ δ

δ

正如我们预料的一样，它就是无穷个谐振子波函数的乘

积。   激发了一个动量为   的波模，因此泛函导数

变成了普通导数，而  函数则从狄拉克  函数变成克罗

内克  函数：

a†(p)Ψ0[φ̃]=

(√
ω(p)

2
φ̃(p)−

√
1

2ω(p)
(2π)

d
dφ̃(−p)

)
×

(
ω(p)

π

) 1
4

exp
(
−1

2

ω(p)

2π
φ̃(p)φ̃(−p)

)
×

∏
k ̸=p

(
ω(k)

π

) 1
4

exp
(
−1

2

ω(k)

2π
φ̃(k)φ̃(−k)

)

=
√
2ω(p)φ̃(p)

∏
k

(
ω(k)

π

) 1
4

exp
(
−1

2

ω(k)

2π
φ̃(k)φ̃(−k)

)
。 (46)

[a†(p), a(p)] = 2π

在乘积表示的归一化中，生成湮灭算符的对易关系为

 。为了与量子力学的情形相对应，且

方便后面的计算，我们重新定义以下算符代替原来的生

成湮灭算符
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Φ a(p) a†(p)①该替换和 (32)式类似，但是会改变  以及  和   的归一化。



ap≡
1√
2π
a(p)=

1√
2

(√
ω(p)

2π
φ̃(p)+

√
2π

ω(p)

d
dφ̃(−p)

)
,

(47)

[ap, a
†
p] = 1新算符的归一化为  ，并且有

(
a†pa

†
−p

)n
Ψ0[φ] =

H2n

(
ω(p)

2π
φ̃(p)φ̃(−p)

)
2n

Ψ0[φ], (48)

其中

H2n (A(p)φ̃(p)φ̃(−p))

=eA(q)φ̃(q)φ̃(−q) d2n

(A(p)dφ̃(p)dφ̃(−p))n
e−A(q)φ̃(q)φ̃(−q),

A(p) =
ω(p)

2π
。 (49)

3.5    两个基态之间的映射

m1 m2

Φ(x)

m1 m2 Π(x)

Φ(x)

现在我们考虑两个不同的质量  和  。准确来说，

我们考虑的是一个单独的实标量场  ，以及同一个

希尔伯特空间中的量子态。然而，可以构造两个不同的

算符，它们作用于此希尔伯特空间，这将被解释为两种

不同理论的哈密顿量：其中一个的自由标量场质量为

 ，另外一个为   。此时的共轭动量场算符   也

不是用哈密顿量或者拉格朗日量定义的，而是仅仅由与

 满足正则 对易关系的算符来定义的。这对于定义

场算符和它们所作用的态已经是足够的。

对于每个质量，都能够对场作傅里叶分解

w
dxΦ(x)e−ipx =

1√
2ω1(p)

(
a1(p) + a†1(−p)

)
=

1√
2ω2(p)

(
a2(p) + a†2(−p)

)
,

w
dxΠ(x)e−ipx =(−i)

√
ω1(p)

2

(
a1(p)− a†1(−p)

)
=(−i)

√
ω2(p)

2

(
a2(p)− a†2(−p)

)
, (50)

ωi(p) ≡
√
p2 +m2

i i = 1, 2其中  ，  。这两种分解由博戈

留波夫变换联系起来，与式 (18) 类似

a2(p) = u(p)a1(p) + v(p)a†1(−p), (51)

其中

u(p) =
1

2

(√
ω2(p)

ω1(p)
+

√
ω1(p)

ω2(p)

)
,

v(p) =
1

2

(√
ω2(p)

ω1(p)
−

√
ω1(p)

ω2(p)

)
。 (52)

p

到目前为止，一切都与量子力学的情况是类似的，

唯一的区别是其中出现了对  的依赖。这使得我们把压

缩算符假设为

Ŝ = exp (A),

A =
1

2

w dp
2π
f(p)

(
a1(p)a1(−p)− a†1(p)a

†
1(−p)

)
。 (53)

f(p)

f(p)

其中   是一个待解的函数。我们需要注意的是，该

算符对于任意实函数   都应该是幺正的，但是它并

不是正规序的，因为这样会破坏其幺正性①。

通过计算幂指数的对易子

[A, a1 (p)] =f (p) a
†
1 (−p) ,[

A, a†1 (−p)
]
=f (p) a1 (p) , (54)

我们可以得到压缩算符对生成湮灭算符的作用：

Ŝ†a1(p)Ŝ =e−Aa1(p)eA

=a1(p)+[−A, a1(p)]+
1

2
[−A, [−A, a1(p)]]+· · ·

=

∞∑
n=0

f(p)2n

(2n)!
a1(p)−

∞∑
n=0

f(p)2n+1

(2n+ 1)!
a†1(−p)

= cosh(f(p))a1(p)− sinh(f(p))a†1(−p),
Ŝ†a†1(−p)Ŝ = cosh(f(p))a†1(−p)− sinh(f(p))a1(p)。

(55)

将第二个湮灭算符作用于第一个理论的压缩真空态，

于是有

a2(p)Ŝ|0⟩1
=
[
u(p)a1(p) + v(p)a†1(−p)

]
Ŝ|0⟩1

=Ŝ (u(p) cosh(f(p))− v(p) sinh(f(p))) a†1|0⟩1, (56)

f(p) = arctanh
(
v(p)

u(p)

)
0

Ŝ|0⟩1 a2(p)

如果取   ，那么式 (56)将等于   ，

即  被  所湮灭，可将其定义为第二个理论的真

空态。最终，我们成功找到了压缩算符：

Ŝ = exp
{
1

2

w dp
2π

arctanh
[
v(p)

u(p)

]
×

[
a1(p)a1(−p)− a†1(p)a

†
1(−p)

]}
(57)

m1将一个质量为  的自由标量场哈密顿量的基态映射到
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a† 0 f(p)
①构造一个非幺正的正规序算符是很容易的， 你可以简单地忽略第二项，并重复下面的计算。该计算比幺正的情况简单许多，因为它与

 的对易子为  ，导出的  是一个常数。
 



m2了另一个质量为  的自由标量场哈密顿量的基态

Ŝ|0⟩1 = |0⟩2。 (58)

而且，我们也能在薛定谔表象下验证：

ŜΨ (1)
0 [φ̃] =

{∏
p

exp
[
−1

2
a†pa

†
−p tanh f(p)

]
×

exp
[
−1

2

(
a†pap + a−pa

†
−p

)
ln(cosh f(p))

]
×

exp
[
1

2
apa−p tanh f(p)

]}
Ψ (1)

0 [φ̃]

=

{∏
p

√
2 (ω1(p)ω2(p))

1/4√
ω1(p) + ω2(p)

×

∞∑
n=0

1

22nn!

[
ω1(p)− ω2(p)

ω1(p) + ω2(p)

]n
×

H2n

[
ω1(p)

2π
φ̃(p)φ̃(−p)

]}
Ψ (1)

0 [φ̃]

=Ψ (2)
0 [φ̃]。 (59)

其中

Ψ (i)
0 [φ̃] =

∏
p

[
ωi(p)

π

] 1
4

exp
[
−1

2

ωi(p)

2π
φ̃(p)φ̃(−p)

]
。

(60)

q Ψ (i)
0 [φ̃] (φ̃(q)φ̃(−q))

这个计算过程和量子力学中的计算过程是类似的。最后

一个等号能够通过在固定的  展开  到 

的任意次幂来验证，详细过程见附录B。

4    结论

a(p) a†(p)

本文通过博戈留波夫变换导出了量子场论中的广义

压缩算符，它确实能够将不同质量的自由哈密顿量的真

空进行相互映射，而且这种映射关系在狄拉克表象与薛

定谔表象中都得到了验证。由于本文所有的结果都是从

标准的量子力学和量子场论推导出来的，所以我们相信

该方法具有很好的可推广性，并且在物理上也具有很强

的说服力。在量子场论中，存在无穷多对生成湮灭算符

 和   ，但是这种变换只混合了单独的一对生成

湮灭算符，所以它本质上和量子力学的情况是一样的。

因此，执行变换的广义压缩算符 (57)本质上是量子力

学压缩算符的一个产物。在对易关系 (54)中可以看到

关键的简化，因为它仅交换两个元素，所以很容易将其

取幂得 到式 (55)。

文献 [20]运用 IWOP方法构造的压缩算符和我们的

十分类似，并且它指出此算符重新标度了标量场。在

3+1维时空，标量场是有量纲的，因此这样的一个种标

度意味着一种尺度伸缩。类似地，在我们的例子中，我

们重新标度了场的质量，也意味这一种尺度伸缩。

a(p) a†(p)

其实，我们最终想要将压缩算符推广到对生成湮灭

算符作任意线性变换的情形，此时将不再只是混合单独

的一对  和  ，而是推广到

Ŝ = exp (A),

A =
1

2

w dp
2π

w dq
2π
f(p, q)

[
a(p)a(−q)− a†(p)a†(−q)

]
。

(61)

f

f

此时每一个在式 (55)中的对易子都会附加一个与  的卷

积。因此我们最终需要求解的关于   的方程将涉及 到

一个无穷级数的卷积。但是，它仅仅是一个单独的代数

方程，因此我们相信可以通过数值求解来得出压缩算符。

a†a† Ŝ a† a

f(p, q)

如果我们不要求压缩算符是幺正的，那么求解会变

得更加简单。在这样的情况下，我们只需要考虑式

(61)中的   项，那么   将和  对易，并且在和   的

对易计算中，只有一个对易子是非零的。这将使得式

(55)的求幂变得十分简单，因此我们能够解析地 求出

 。如果有必要，也可以做归一化，即对所得的基

态进行归一化。

总而言之，我们相信，对于任意的实标量场理论，

只要存在两组以线性变换联系起来的生成湮灭算符，就

能够用类似本文的办法来求得压缩算符。
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附录A    压缩波函数

Ŝrψ
(1)(x) = ψ(2)(x)在此附录中，我们将要推导出  。

方程 (24)两边同时除以一个高斯函数，得到

∞∑
n=0

1

22nn!

(
ω1 − ω2

ω1 + ω2

)n

H2n(
√
ω1x)

=

√
ω1 + ω2

2ω1

exp
(
ω1 − ω2

2
x2

)
。 (62)

埃尔米特公式展开为

H2n(
√
ω1x) = (2n)!

n∑
l=0

(−1)n−l

(2l)!(n− l)!
(2
√
ω1x)

2l。 (63)

因此公式 (62)的左边可以写成：

LHS =

∞∑
n=0

(2n)!

22nn!

(
ω1 − ω2

ω1 + ω2

)n n∑
l=0

(−1)n−l22lωl
1

(2l)!(n− l)!
x2l

=

∞∑
l=0

Alx
2l, (64)

Al其中系数  为

Al =

∞∑
n=l

(2n)!

22nn!

(
ω1 − ω2

ω1 + ω2

)n
(−1)n−l22lωl

1

(2l)!(n− l)!

=

∞∑
n=0

(2(n+ l)!

22n(n+ l)!

(
ω1 − ω2

ω1 + ω2

)n+l
(−1)nωl

1

(2l)!n!
。 (65)

我们把公式 (62)的右边写成相似的形式：

RHS =

∞∑
l=0

Blx
2l,

Bl =
1

l!

√
ω1 + ω2

ω1

(
ω1 − ω2

2

)l

。 (66)

Al Bl在我们对比  和  是否相等时，我们需要使用下

面的等式：

(2m)!

m!
= 22m

(
m− 1

2

)(
m− 3

2

)
· · ·
(
1

2

)
。 (67)

m = n+ l m = l比较公式 (67)在   和   的值，我们可以得

到

(2(n+ l))!

(n+ l)!
=
(2l)!

l!
22n

(
n+ l − 1

2

)
×(

n+ l − 3

2

)
· · ·
(
l +

1

2

)
。 (68)

我们还会用到泰勒展开式：

(1 + x)−k− 1
2

=

∞∑
n=0

1

n!

(
−k − 1

2

)(
−k − 3

2

)
· · · ×(

−k − n+
1

2

)
xn

=

∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
k +

1

2

)(
k +

3

2

)
· · · ×(

k + n− 1

2

)
xn。 (69)

Al那么我们计算  会得到：

Al =

∞∑
n=0

(
n+ l − 1

2

)(
n+ l − 3

2

)
· · ·
(
l +

1

2

)
×(

ω1 − ω2

ω1 + ω2

)n+l
(−1)nωl

1

n!l!

=

(
ω1 − ω2

ω1 + ω2

)l(
1 +

(
ω1 − ω2

ω1 + ω2

))−l− 1
2 ωl

1

l!

=
1

l!

√
ω1 + ω2

ω1

(
ω1 − ω2

2

)l

=Bl, (70)

x 2l

其中第一个等号由式 (68)得到，第二个等号由式 (69)

得到。至此，我们可以证明了式 (62)对于  的任意  阶

项都成立。

附录B    压缩波函数泛函

ŜrΨ
(1)
0 [φ̃] = Ψ (2)

0 [φ̃]在此附录中，我们将要推导   。

方程 (59)两边除以一个连乘的高斯函数，得到∏
p

αp =
∏
p

βp, (71)

其中

αp =

∞∑
n=0

1

22nn!

[
ω1(p)− ω2(p)

ω1(p) + ω2(p)

]n
H2n

[
ω(p)

2π
φ̃(p)φ̃(−p)

]

βp=

[√
ω1(p)+ω2(p)

2ω1(p)

]
exp
[
1

2

ω2(p)−ω1(p)

2π
φ̃(p)φ̃(−p)

]
。

αp βp (φ̃(p)φ̃(−p))系数  和  以   的级数作展开
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αp =

∞∑
l=0

Ap,l(φ̃(p)φ̃(−p))l,

βp =

∞∑
l=0

Bp,l(φ̃(p)φ̃(−p))l, (72)

其中

Ap,l =

∞∑
n=l

(2n)!

22nn!

[
ω1(p)− ω2(p)

ω1(p) + ω2(p)

]n
(−1)n−l22lω1(p)

l

(2l)!(n− l)!(2π)l

=

∞∑
n=0

2(n+ l)!

22n(n+ l)!

[
ω1(p)− ω2(p)

ω1(p) + ω2(p)

]n+l
(−1)nω1(p)

l

(2l)!n!(2π)l
,

Bp,l =
1

l!

√
ω1(p) + ω2(p)

ω1(p)

[
ω1(p)− ω2(p)

2

]l
1

(2π)l
。

(73)

Al Bl

Ap,l = Bp,l αp = βp

可以发现，上式就是附录 A中的   和   。由

 ，可知  ，即式 (59)得以证明。
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Abstract:  Our article introduces a method to construct the squeeze operator in quantum field theory: consider two
free Hamiltonians for the same scalar field with two different masses, through Bogoliubov transformation, we de-
rive a generalized squeeze operator which maps the ground state of one to the other. The efficiency of its operation
is  verified  in  both  the  Dirac  representation  and  also  the  Schrodinger  wavefunctional  representation  in  quantum
field theory. We believe that the squeeze operators can be found similarly in any real scalar field theory as long as
there are two sets of creation and annihilation operators connected by linear transformations.
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