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铀同位素链a衰变的研究
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摘要:  利用传输矩阵方法计算了铀同位素链   衰变的穿透几率，并且与常用于计算势垒穿透几率的Wenzel
Kramers Brillouin(WKB)近似方法进行了比较，发现由WKB近似方法得到的穿透几率比精确值小 40%左右，

而且WKB方法带来的误差与   衰变的衰变能有很好的抛物线关系。基于结团模型，利用传输矩阵方法得到

 粒子穿透势垒的精确几率，计算了铀同位素链   衰变的半衰期。还研究了势阱深度   、弥散宽度   和主量

子数   对半衰期的影响。结果表明，考虑一组同位旋依赖的势阱深度和弥散宽度参数，结团模型能够较好地

再现铀同位素链   衰变的半衰期。
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1    引言
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原子核是由中子和质子组成的复杂量子体系，然而

不是任意数目的中子和质子的组合都能构成一个原子核。

探索原子核里能容纳的质子和中子数的极限是核物理长

期以来的重要前沿课题。   衰变是重原子核的主要衰变

方式之一，对   衰变的研究有助于更好地了解原子核的

结构信息，同时   衰变也是实验上鉴别超重原子核的主

要手段。众所周知，   衰变是一种量子隧道效应，因此

研究   衰变时势垒的穿透几率至关重要。目前常用的计

算   衰变中势垒穿透几率的办法是Wenzel，Kramers和
Brillouin三人早在 20世纪 20年代提出的一种求解一维

薛定谔方程的准经典近似方法，简称WKB方法，它适

用于势垒变化比较缓慢的情况 [1]。近年来，WKB方法

在计算各类势垒穿透问题时带来的误差引起了越来越多

的重视 [2−5]。92号元素铀 (U)是自然界中存在的最重的

元素，其同位素   是众所周知的重要核燃料。最近我

国兰州重离子加速器国家实验室中的相关研究人员，成

功地合成了多个铀同位素，尤其是合成了   、   、

 这三个缺中子的新核素，引起了国内外学者们的广

泛关注 [6−7]，因此对铀同位素链上原子核的   衰变进行

研究有重要的意义。

本文主要分以下几个部分：首先是理论模型部分，将

α
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介绍WKB方法、传输矩阵方法，以及计算   衰变半衰

期的结团模型；其次是结果与讨论部分，包括：(1) 利
用有解析解的    势，研究传输矩阵方法和WKB近

似方法在计算穿透几率时的差异；(2) 探究传输矩阵方

法和WKB近似方法在计算    衰变穿透几率时的差异；

(3) 基于结团模型，研究弥散宽度    和主量子数    、势

阱深度   对铀同位素链上原子核的   衰变半衰期的影响。 

2    理论模型介绍
 

2.1    WKB近似方法

Q

V(r)

运用WKB近似方法可以得出粒子在入射能量   下

穿透某一势垒   的穿透几率：

P=exp
[
− 2

h̄

∫ r2

r1

√
2m|V(r)−Q|dr

]
， (1)

h̄ r1 r2

Q V(r) r1 r2 V(r) = Q

其中：   是约化的普朗克常量；m为粒子质量；   和 

是   与势垒   的两个交点，即   和   可以由 

计算得到。该近似方法的好坏程度与势垒的形状等因素

有关，在使用上具有一定的局限性，一般认为势垒变化

比较缓慢的情况下WKB方法是一个好的近似。 

2.2    传输矩阵方法

对于任意形状的势垒，可以划分成许多方势垒，从
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N

而进行求解，这是传输矩阵方法的基本思路 [1]。如图 1
所示，当势垒分成的小区域数越多，每个区域就越薄，

当区域数足够多的时候，该方法就能合理地描述任意一

个连续的势垒。当不考虑穿透粒子的质量因素时，假设

将势垒等分成   个区域，则每个区域的势能表示为

V j = V
( r j−1+ r j

2

)
。 (2)

r j−1 < r < r j( j = 1, 2, . . . , N, N +1)

P

这里   。运用传输矩阵方

法得出的穿透几率   ：

P =
kN+1

k0
|AN+1|2, (3)

k j =

√
2µ(Q−V j)

h̄ AN+1 =
k0

kN+1

1
M22

M22其中   和   。这里的   可以由下

面的式子计算得到：

M =
(

M11 M12

M21 M22

)
=

N∏
l=1

Ml。 (4)

其中：

Ml =
1
2

 (1+S l)e−i(kl+1−kl)rl (1−S l)e−i(kl+1+kl)rl

(1−S l)ei(kl+1+kl)rl (1+S l)ei(kk+1−kl)rl

 , (5)

S l =
kl

kl+1
。 (6)
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cosh−2图 1    (在线彩图)   势随位置的变化情况

实线为等效的方势垒。
 

  

2.3    结团模型

α

α

α VN(r) VC(r)

VL(r) V(r) = VN(r)+VC(r)+VL(r)

结团模型是由 Buck等 [8]在 20世纪 90年代提出的

基于WKB近似计算原子核   衰变半衰期的一种理论模

型，它的可调参数少，计算准确度高，因此被广泛地用

于原子核   衰变、质子放射性、以及结团衰变的研究。

原子核   衰变的势垒由核势   、库仑势   和离心

势    三部分组成，即：    。

其中核势的表达式为

VN(r)=−V0

1+ cosh
R
a

cosh
r
a
+ cosh

R
a

, (7)

a V0这里   为弥散宽度参数、   为势阱深度参数。库仑势和

离心势可以表示为

VC(r)=


Z1Z2e2

2R

[
3−

( r
R

)2
]
, r ⩽ R

Z1Z2e2

r
, r > R

(8)

VL(r)=
h̄2

(
L+

1
2

)2

2µr2
, (9)

α R其中 L为   粒子携带的角动量，势阱宽度参数   可以由

Bohr-Sommerfeld量子化条件确定：∫ r2

r3

√
2µ
h̄2

[
Q−V(r)

]
dr= (G−L+1)

π

2
。 (10)

G r1 r2 r3 V(r) = Q

α

这里的   为主量子数，   、   、   由   确定，它

们的值依次减小 [8]。在准经典近似下，   衰变的衰变宽

度为

Γ=FPα

h̄2

4µ
exp

[
−2

∫ r1

r2

k(r)dr
]
。 (11)

k(r)=
√

2µ|V(r)−Q|
h̄2 µ= mαmd

mα+md
mα md

α Pα α

Pα F
F

∫ r2

r3

dr
2k(r) =1 α

T1/2 = h̄ ln2
Γ

式中    。其中    ，这里    和    分

别表示   粒子和子核的质量。   为   粒子的预形成因

子，为了简化参数，在此次研究中    取为 1。    为归

一化常数，由    来确定。最后    衰变的半衰

期表示为   。
 

3    结果与讨论
 

cosh−23.1    粒子穿透   势的几率

cosh−2

cosh−2

V(r) = V0

cosh2( r
d ) V0 d

考虑到    势的位垒穿透几率有严格的解析解，

我们以此为标准来检验WKB近似和传输矩阵算法在计

算势垒穿透几率时  的准确程度。    势具体写为

 。其中    表示的是势垒高度，    表示宽度

参数。粒子穿透该势垒的几率 [4]为

P=
sinh2(πkd)

sinh2(πkd)+ cosh2

π√2mV0d2

h̄2 −0.25
 , (12)

k =
√

2mQ
h̄2 m = 938

/c2 V0 = 10 d = 10

其中    。假设入射的粒子是质子，  

MeV   。这里取    MeV,     fm。这样就可以

利用传输矩阵、WKB方法以及解析公式 (12)计算质子
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V(r)穿透势垒的几率。在本文研究中，   被划分为 50 000
个方势垒，因此能够保证计算的精度。相关结果显示在

图 2中。可以看到，当入射能量较高时，WKB方法、

传输矩阵方法给出的结果都与精确的解析公式给出的结

果一致。但当能量较低时，WKB方法给出的结果与精

确值有较大差异，而传输矩阵方法给出的结果始终与精

确解相符合，表明该方法比WKB近似方法更适合计算

粒子穿透势垒的几率。WKB方法不能正确地给出入射

粒子能量较低时的穿透几率，这与文献 [4]中显示的结

果相一致。
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P

cosh−2图 2    (在线彩图)粒子穿透   势的穿透几率随入射能

量的变化

虚线表示WKB近似方法得到的结果，实线表示解析解 (式 12)
得到的结果，星号表示传输矩阵计算的结果。

 

  

α3.2       粒子穿透势垒的几率

α

α
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α

为探究WKB近似方法在计算   粒子穿透该势垒几

率时的误差，本文采用WKB近似方法以及传输矩阵方

法计算了铀同位素链   粒子穿透势垒的几率，如图 3所
示。由图可知，   粒子穿透势垒的几率与衰变能有关。

能量越大，穿透概率越大。对于铀同位素链   衰变时的

穿透几率大小跨度了 30个数量级，WKB近似方法和传

输矩阵方法给出的势垒穿透几率都很接近。在图 3中还

显示了这两种方法给出的穿透几率之比，可以看到

WKB近似方法给出的结果低于传输矩阵方法的结果，

而且这种低估效应与衰变能有很好的依赖关系。总体

上WKB近似方法给出的穿透几率比真实值低40%左右，

这一结果与文献 [2]中给出的结论也相似。因此在   衰

变的研究中采用准确度更高的传输矩阵方法计算穿透几

率十分有必要。 

α3.3    结团模型中参数对   衰变半衰期的影响

α

V0 a G

α V0 =

利用结团模型计算原子核   衰变半衰期时的参数主

要有势阱深度   、弥散宽度   以及主量子数   。文献 [8]
考察多个原子核    衰变后给出的一组参数设置为  

162.3 a = 0.40 G = 20 N < 126 N ⩾

126 G

G

G

G = 20 N < 126 N ⩾ 126

  MeV，    fm，    (当   )或者22( 
 )。我们首先探究主量子数   对半衰期的影响，相关

结果显示在图 4中。可以看到，   越大计算得到的半衰

期就越小；   值变大2，则半衰期大概减小一个数量级。

 (当   )或者 22(   )这样的取值得到的

计算值与实验值更加靠近，因此本文后面的计算都按照

这种方式选取G。
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五角星表示实验值，三角形、球形、星形分别表示用结团模型

计算时   取 20、22、24。插入的小图显示的是半衰期计算值与

实验值之比。
 

a

a

图 5中显示的是半衰期受弥散宽度    的影响情况。

可以看到随着    增大半衰期减小，这与文献 [9]中给出
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的穿透几率随衰变能   的变化情况。WKB方法和传

输矩阵方法得到的结果分别用三角和星号表示。(b)
WKB方法和传输矩阵方法得到的势垒穿透几率之比。

实线表示对计算结果的抛物线拟合
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a

V0 V0

α

结果一致。整体上，弥散宽度   从 0.35变化到 0.45 fm，

计算的半衰期与实验值都能较好地符合。图 6中显示的

是势阱深度   对半衰期的影响，随着   的增大，半衰

期增大。这是因为势阱越深，   粒子就越不容易穿透势

垒，从而导致半衰期增大。
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五角星表示实验值，三角形、星形、六边形分别表示用结团模

型计算时   取 160、162.3、165 MeV。插入的小图显示的是半

衰期计算值与实验值之比。
 

 

V0

V0 = 152.5(1+

0.2 N−Z
N+Z ) a = 0.39

考虑到势阱深度   应该随原子核的同位旋变化 [10]，

我们引入同位旋依赖的势阱深度参数  

  MeV，重新调整了弥散宽度     fm。基于

改进的参数计算的半衰期能与实验值更好地符合，其结

果列在表 1中。可以看到，大多数计算值与实验值之间

的差异都小于 3倍左右，表明计算的合理性。理论计算

与实验数据有差异的原因可能是：(1) 原子核的形变效

α α

217U 219U
217U

219U

应还未被考虑在本次研究中。根据文献 [12]的研究表明，

考虑原子核的二极形变后计算得到的半衰期会减小；

(2) 势阱以及原子核密度分布中的同位旋依赖性考虑得

还不细致。文献 [9]指出，引入弥散宽度和半径的同位

旋依赖性后，计算得到的半衰期会降低，并且更加靠近

实验值。文献 [10]表明，在方势阱基础上考虑势阱深度

对原子核质量数和质子数的依赖后，可以更好地解释实

验数据。因此考虑更细致的同位旋依赖信息将对解释铀

同位素链   衰变半衰期产生积极作用；(3)    粒子的形

成因子的影响还没有在本次研究中考虑。通过对上述三

方面的改进，可以预期理论计算将与实验值更加接近。

计算结果与实验值差异最大的是   和   ，理论计算

值分别是实验值的 20倍和 0.04倍。    的计算值高于

实验值，而   的计算值低于实验值的现象在其它理论

模型的计算中也常被看到，如文献 [13−15]采用机器学

习方法以及密度依赖的结团模型 (DDCM)同样有这一现

象。文献 [16]中采用推广的液滴模型 (GLDM)也能看到

 

α表 1    结团模型计算得到的铀同位素链上原子核    衰变

的半衰期与实验值的比较
 

N A Q   /MeV T Expt
1/2  T Cal

1/2  T Cal
1/2/T

Expt
1/2 

122 214 8.696 0.52+0.95
−0.21    ms[7] 1.58    ms 3.04

123 215 8.588 1.4±0.9    ms 3.21    ms 2.29

124 216 8.542 6.9±2.9    ms 4.40    ms 0.64

125 217 8.430 0.85±0.71    ms 17.22    ms 20.26

126 218 8.773 0.35±0.09    ms 0.10    ms 0.30

127 219 9.950 60±7 µs      2.34 µs      0.04

128 220 10.210 60    ns 41.4    ns 0.69

129 221 9.889 0.66±0.14 µs      0.21 µs      0.31

130 222 9.481 4.7±0.7 µs      1.78 µs      0.38

131 223 9.158 65±12 µs      19.50 µs      0.30

132 224 8.633 396±17 µs      273.07 µs      0.69

133 225 8.009 62±4    ms 33.89    ms 0.55

134 226 7.702 269±6    ms 189.32    ms 0.70

135 227 7.235 1.1±0.1    min 0.25    min 0.23

136 228 6.799 9.3±0.2    min 6.95    min 0.75

137 229 6.473 289±2.5    min 170.22    min 0.59

138 230 5.993 20.23±0.02    d 21.40    d 1.06

139 231 5.580 287.5±6.8    y 68.22    y 0.24

140 232 5.356 68.9±0.4    y 176.89    y 2.57

141 233 4.908 1.59×105    y 1.28×105    y 0.81

142 234 4.858 2.45×105    y 2.87×105    y 1.17

144 236 4.571 2.34×107    y 3.59×107    y 1.53

146 238 4.270 4.463×109    y 9.68×109    y 2.17

实验值取自AME2020[11]以及最新的文献[7]。
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N = 126

α

217U 0.85±
0.71 19.3+13.3

−5.6

15.6+21.3
−5.7

∆ =

√
1
n

∑n
i=1(log10 T Cal, i

1/2 − log10 T Expt, i
1/2 )2

∆

α

这一现象。这两个原子核刚好跨越了    的壳层，

因此   粒子的形成因子将有较大变化；而且此时壳效应

的贡献也较大，简单的相互作用势不能完全描述壳层的

贡献。当理论模型中考虑的形成因子和量子效应不准确

时，就会导致计算值与实验值有较大差异。此外，我们

注意到 AME2020给出的    半衰期评价值是  

  ms，而文献 [6]中给出的实验值为    ms，文

献 [17]中给出的实验值为    ms。这两个实验值与

本文计算的理论值 17.22 ms非常接近。还可以明显地看

到，对于偶偶核，计算的结果与实验符合得更好，计算

的平均偏差    = 0.30，

表明计算值与实验值的平均偏差几乎在 2倍以内；而奇

A核通常相差较大，平均偏差    = 0.73，这是因为目前

的研究中   粒子的形成因子假定为 1，这一假设对偶偶

核的影响较小，但对奇A核的影响较大。考虑形成因子

后，计算结果将与实验值更加靠近，相关研究正在进

行中。 

214U α3.4       的   衰变半衰期

214U α

0.52+0.95
−0.21

α α

214U α

V0 a

V0 a

V0 a

V0 = 129

最近我国科研人员测量到   的   衰变的半衰期为

  ms，而表 1中理论计算的结果为 1.58 ms，此计

算值还没有考虑   粒子形成因子的影响。文献 [18]对 

粒子形成因子与其衰变能的关联进行了细致研究，提出

了一个计算形成因子的参数化公式，可以得到   中 

粒子形成因子为 0.024 7。在考虑这一形成因子的基础

上，我们对势阱深度   和弥散宽度   对半衰期的影响进

行了分析，相关计算结果显示在图 7中。可以看到半衰

期随   和   的变化规律与前文一致。在考虑形成因子的

基础上，当    在 125到 137 MeV，    在 0.47到 0.67 fm
之间计算得到的半衰期都能与实验数据较好地符合。与

实验中心值最接近的参数设置为      MeV和

a = 0.6

R = 7.93

∼ 1.3 A1/3

a a = 0.54
[
1+0.787 95(N −Z)/(N +Z)

]
a = 0.599 65

  fm，在这组参数设置下得到的式 (7)中势阱宽

度参数      fm，这与原子核半径的经验公式

 得到的结果接近。文献 [9]中给出的弥散宽度

 的经验公式为   ，根

据此公式计算得到    fm，这也表明我们所选

参数的合理性。 

4    总结

cosh−2

α

α

V0 a G

α

α

V0 a 214U V0

a

本文首先用有解析解的    势来检验WKB近似

方法和传输矩阵方法给出的势垒穿透几率，发现传输矩

阵方法能够与解析解符合，而当入射粒子能量较低时

WKB近似方法给出的穿透几率与解析解有较大差距。

其次，对比了这两种方法在计算铀同位素链上原子核 

衰变时给出穿透几率的差异，发现WKB近似方法给出

的穿透几率比传输矩阵方法给出的精确值小 40%左右。

这表明研究   衰变时，需要采用精度更高的传输矩阵方

法来计算穿透几率。最后基于结团模型，研究了势阱深

度   、弥散宽度   以及主量子数   对铀同位素链上原子

核   衰变半衰期的影响，通过与实验数据的比较，提出

一组依赖于原子核同位旋的势阱深度和弥散宽度参数，

基于新的参数设置，计算的半衰期值能与实验值较好地

符合。进一步在考虑   粒子形成因子的基础上，细致分

析了    和    对最新测量的    半衰期的影响，发现  

和   取值在合理范围内时，计算值与实验值能够很好地

符合。

致谢　感谢张鸿飞教授和董建敏研究员的建议和对文章

的修改。
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Alpha Decay for Uranium Isotopes
YE Xiaoyun1,  WANG Zichun1,  ZHANG Shuangshuang1,  WANG Yuting1,  WANG Yongjia1,†,  LI Qingfeng1,2

(1. School of Science, Huzhou University, Huzhou 313000, Zhejiang, China;
2. Institute of Modern Physics, Chinese Academy of Science, Lanzhou 730000, China)
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Abstract:  Both the transfer matrix approach and the Wentzel Kramers Brillouin(WKB) approximation are used to calculate
the penetrability of     decay for uranium isotopes. It is found that the penetrability obtained with WKB approximation is about
40% smaller than the accurate result obtained with the transfer matrix approach, and a parabolic relationship between this un-
derestimation and the decay energy can be observed. Based on the cluster model, the half-lives of      decay for uranium iso-
topes are calculated in which the transfer matrix approach is used to obtain the penetrability. In addition, the influences of po-
tential depth     , the diffuseness parameter     , and the global quantum number      on the calculated half-life are also investig-
ated.  Furthermore,  with considering an isospin-dependent  potential  depth parameter,  the      decay half-lives of  uranium iso-
topes can be fairly well reproduced by the cluster model.

αKey words:      decay; penetrability; half-live
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