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Abstract:   Based  on  the  three-flavor  Polyakov-looped  Nambu−Jona-Lasinio(pNJL)  model,  we  have  studied  the
structure of the three-dimensional QCD phase diagram with respect to the temperature, the baryon chemical poten-
tial,  and the isospin chemical  potential,  by investigating the interplay among the chiral  quark condensate,  the pion
condensate,  and  the  Polyakov  loop.  While  the  pNJL  model  leads  to  qualitatively  similar  structure  of  the  normal
quark phase, the pion superfluid phase, and the Sarma phase as well as their phase boundaries, when compared to the
NJL model, the inclusion of the Polyakov loop enlarges considerably the areas of the pion superfluid phase and the
Sarma phase, and leads to critical end points at higher temperatures. With the contribution of the gluon dynamics ef-
fectively  included,  the  present  study  is  expected  to  give  a  more  reliable  prediction  of  the  three-dimensional  QCD
phase diagram compared to that in the NJL model.
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0    Introduction

Exploring the phase diagram of the quantum chromo-
dynamics(QCD) has been a main task in high-energy nucle-
ar  physics  over  the  past  few decades.  Although  the  lattice
QCD (LQCD) calculations  favor  a  smooth  crossover  from
the hadronic  phase to  the  partonic  phase at  high  temperat-
ures and small  baryon chemical  potentials[1−3],  they suffer
from the sign problem[4−6] at large baryon chemical poten-
tials,  where  our  knowledge  on  the  QCD  phase  diagram
mostly relies  on  experimental  data  from  heavy-ion   colli-
sions,  such  as  those  performed  at  RHIC-BES[7−9],  FAIR-
CBM[10−11], GSI-HADES[12], CERN-NA61/SHINE[13−15],
NICA/MPD[16],  J-PARC-HI[17],  and  HIAF[18],  as  well  as
theoretical studies based on effective QCD models. The lat-
ter  includes  the  NJL  model[19−22],  the  Dyson-Schwinger
(DS)  equation approach[23−24], the  functional   renormaliza-
tion  group  (FRG)  method[25−26],  and  the  quark-meson
coupling  model[27−29],  etc.  Besides  the  baryon  chemical
potential  and the temperature,  our  knowledge on the QCD
phase diagram  can  be  extended  to  other  degrees  of   free-
dom, e.g.,  the  isospin[30].  If  the  isospin  chemical  potential

exceeds  the  mass  of  a  pion,  pions  can  be  produced  out  of
the vacuum, and the resulting pion condensate may domin-
ate the  QCD phase  structure  at  large  isospin  chemical  po-
tentials[31−46].

Φ (Φ̄)

In  the  previous  study,  we  have  obtained  the  QCD
phase diagram at  finite  temperatures,  baryon  chemical  po-
tentials,  and isospin chemical  potentials  in the three-flavor
NJL model[31]. Typically, we have fitted the coupling con-
stants of  the  scalar-isovector  and  vector-isovector   interac-
tions by reproducing the physical pion mass and the isospin
density from LQCD calculations in baryon-free quark mat-
ter,  and  then  extrapolated  the  calculations  to  finite  baryon
chemical potentials.  While  the  NJL model  has  the  advant-
age of describing chiral phase transitions, it  is well-known
that this  model  lacks  gluon  dynamics  and  is  unable  to  de-
scribe  the  deconfinement  phase  transition.  For  this  reason,
it  gives a lower temperature of  the QCD critical  end point
(CEP), compared to that obtained from the DS equation ap-
proach and the  FRG method.  To overcome this  drawback,
one  needs  to  introduce  the  Polyakov  loop  into  the  NJL
model[21, 47−48],  leading to the so-called pNJL model.  The
Polyakov  loop       is  related  to  the  excess  free  energy
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Z(Nc) QCD

for  a  static  quark  (anti-quark)  in  a  hot  gluon  medium[49],
and thus  serves  as  an  order  parameter  for  the   deconfine-
ment phase  transition  which  is  characterized  by  the   spon-
taneous  breaking  of  the       center  symmetry  of     .
The exploration  of  the  three-dimensional  QCD  phase   dia-
gram based  on  the  pNJL  model  is  helpful  for   understand-
ing the interplay among different order parameters, e.g., the
chiral  condensate,  the  pion  condensate,  and  the  Polyakov
loop, and  mapping  out  the  resulting  detailed  phase   struc-
tures. 

1    Theoretical framework

We start from the following Lagrangian density of the
three-flavor pNJL model[50−52] 

LpNJL= ψ̄
(
iγµDµ+ µ̂γ

0− m̂
)
ψ+LS+LV+

LKMT+LIS+LIV−U
(
Φ,Φ̄,T

)
, (1)

where 

LS=
GS

2

8∑
a=0

[(
ψ̄λaψ

)2
+

(
ψ̄iγ5λaψ

)2
]
, (2)

 

LV=−
GV

2

8∑
a=0

[(
ψ̄γµλaψ

)2
+

(
ψ̄γ5γµλaψ

)2
]
, (3)

 

LKMT=−K
[
detψ̄

(
1+γ5

)
ψ+detψ̄

(
1−γ5

)
ψ
]
, (4)

 

LIS=GIS

3∑
a=1

[(
ψ̄λaψ

)2
+

(
ψ̄iγ5λaψ

)2
]
, (5)

 

LIV=−GIV

3∑
a=1

[(
ψ̄γµλaψ

)2
+

(
ψ̄γ5γµλaψ

)2
]
, (6)

ψ= (u,d, s)T

µ̂=diag(µu,µd,µs) m̂=diag(mu,md,ms)

u d s Dµ= ∂µ− iAµ

Aµ=δ
0
µA0 A0=gAa

0λ
a/2=−iA4

SU(3)
g Aµ λa

a=1, · · · ,8 SU(3)
λ0=
√

2/313 GS GV

GIS GIV

a=1, 2, 3

are  the  scalar-isoscalar  term,  the  vector-isoscalar  term,  the
Kobayashi-Maskawa-t'Hooft  (KMT)  term,  the  scalar-isov-
ector  term,  and  the  vector-isovector  term,  respectively.  In
the  above,       represents  the  three-flavor  quark
fields with each flavor containing quark fields of three col-
ors;       and       are  the
matrices  of  the  chemical  potential  and  the  current  quark
mass for     ,     ,  and      quarks;       is the covari-
ant derivative with    , where     is
the  non-Abelian       gauge field  with  the  gauge   coup-
ling       conveniently  absorbed  in  the  definition  of     ;   
(   )  are  the  Gell-Mann  matrices  in       flavor
space  with     ;       and       are  respectively  the
scalar-isoscalar  and the  vector-isoscalar  coupling constant;

   and       are  respectively  the  scalar-isovector  and  the
vector-isovector  coupling  constants.  Since  the  Gell-Mann
matrices with      are identical  to the Pauli  matrices

u d SU(3)
K

U(1)A

mu=md=3.6 ms=87 GSΛ
2=3.6

KΛ5=8.9
Λ=750

GIS=−0.002GS GIV=0.25GS

mπ≈140.9

GV=0 µs=0

in      and      space, the isovector couplings break the   
symmetry while keeping the isospin symmetry.      denotes
the strength of the six-point KMT interaction[53] that breaks
the axial     symmetry, where ‘det’ denotes the determ-
inant  in  flavor  space.  In  the  present  study,  we  employ  the
parameters      MeV,      MeV,     ,

 ,  and  the  cutoff  value  in  the  momentum  integral
  MeV/c given in Refs. [19, 54−55]. In our previous

study[31],       and       are  determ-
ined by fitting the physical pion mass      MeV and
the reduced isospin density from LQCD calculations at zero
temperature[56],  at  which  the  pNJL  model  reduces  to  the
NJL  model.  We  set       and       throughout  the
present study.

U(Φ,Φ̄,T )
We take the temperature-dependent effective potential

  from Ref. [21], i.e., 

U(Φ,Φ̄,T )= −b ·T
{
54e−a/TΦΦ̄+ ln

[
1−6ΦΦ̄−

3
(
ΦΦ̄

)2
+4

(
Φ3+ Φ̄3

)]}
. (7)

a=664 b=0.028Λ3

T =270

T ≈212
Φ Φ̄

The parameters      MeV and      are determ-
ined by the condition that the first-order phase transition in
the pure gluodynamics takes place at     MeV[21], and
the simultaneous crossover of the chiral restoration and the
deconfinement phase transition occurs around     MeV.
The Polyakov loop     and its (charge) conjugate     are ex-
pressed as[48, 57] 

Φ=
1
Nc

TrcL, Φ̄=
1
Nc

TrcL
†, (8)

Nc=3 Lwhere       is  the color degeneracy, and the matrix       in
color space is explicitly given by 

L(x)=Pexp
[
i
w β

0
dτA4(τ, x)

]
=exp

(
iA4

T

)
, (9)

P β=1/T

Dµ

A4

Φ Φ̄

with      being the path ordering and      being the in-
verse  of  temperature.  The  coupling  between  the  Polyakov
loop and quarks is uniquely determined by the covariant de-
rivative       in  the  pNJL  Lagrangian  [Eq.  (1)][48].  The
second equal sign in the above equation is valid by treating
the temporal component of the Euclidean gauge field     as
a  constant  in  the  pNJL  model.  In  this  way,  the  Polyakov
loop     and its conjugate     can be treated as classical field
variables.

Based on the mean-field approximation, the Lagrangi-
an density of the pNJL model can be written as 

LMF= ψ̄S−1ψ−V−U(Φ,Φ̄,T ), (10)

where 

S−1(p)=

 S
−1
uu (p) i∆γ5 0
i∆γ5 S−1

dd (p) 0
0 0 S−1

ss (p)

 (11)
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S(p)
p

is the inverse of the quark propagator     as a function of
quark momentum    , with 

S−1
uu (p)=γµpµ+ µ̃

⋆
uγ

0−Mu,
S−1

dd (p)=γµpµ+ µ̃
⋆
dγ

0−Md,
S−1

ss (p)=γµpµ+ µ̃
⋆
s γ

0−Ms

u d sbeing the inverse of the    ,    , and     quark propagators, re-
spectively, 

∆=
(
GS+2GIS−Kσs

)
π (12)

being the gap parameter, and 

V=GS

(
σ2

u+σ
2
d +σ

2
s

)
+

GS

2
π2+GIS

(
σu−σd

)2
+

GISπ
2−4Kσuσdσs−Kσsπ

2−
1
3

GV

(
ρu+ρd +ρs

)2−GIV

(
ρu−ρd

)2 (13)

ρq= ⟨q̄γ0q⟩ σq= ⟨q̄q⟩

q=u, d, s π= ⟨ψ̄iγ5λ1ψ⟩

being  the  condensation  energy  independent  of  the  quark
fields.  In the above,      and      are the net-
quark density and the chiral  condensate,  respectively,  with

  being the quark flavor,  and       is  the
pion condensate. The constituent mass of quarks can be ex-
pressed as 

Mu=mu−2GSσu−2GIS(σu−σd)+2Kσdσs,
Md=md −2GSσd +2GIS(σu−σd)+2Kσuσs,
Ms=ms−2GSσs+2Kσuσd +

K
2 π

2.

u d sThe effective chemical potentials for    ,    , and     quarks in
the propagator are defined as 

µ̃⋆u =
µ̃B

3
− iA4+

µ̃I

2
, (14)

 

µ̃⋆d =
µ̃B

3
− iA4−

µ̃I

2
, (15)

 

µ̃⋆s =
µ̃B

3
− iA4− µ̃S, (16)

with the effective baryon, isospin, and strangeness chemic-
al potentials expressed as 

µ̃B=µB−2GVρ,
µ̃I=µI−4GIV

(
ρu−ρd

)
,

µ̃S=µS,
(17)

and 

µB=
3(µu+µd)

2
,

µI=µu−µd,

µS=
µu+µd

2
−µs (18)

are the  real  baryon,  isospin,  and  strangeness  chemical   po-
tentials.

The thermodynamic potential of the quark system can

be obtained through 

Ω=−T
∑

n

w d3 p
(2π)3 Tr ln S(iωn, p)−1+V+U

(
Φ,Φ̄,T

)
.

(19)

p=
(
p0, p

)
p=

(
iωn, p

)
ωn= (2n+1)πT

Ω
p

S−1(p)
λk (k=1, 2, 3, 4)

In  the  above,  the  four-momentum       becomes
  with       being the  Matsubara   fre-

quency for a Fermi system. In order to evaluate     for each
momentum       numerically,  we  need  to  find  the  zeros  of

 .  Similar  to  the  method  in  Refs.  [58−60],  it  can  be
proved that the eigenvalues         of the follow-
ing “Dirac Hamiltonian density” 

H(p)=−



µ̃I

2
−Mu |p| 0 −∆

|p| µ̃I

2
+Mu ∆ 0

0 ∆ − µ̃I

2
−Md |p|

−∆ 0 |p| − µ̃I

2
+Md


S−1(p) Trln= lnDetare  zeros  of     .  Using  the  relationship     ,

one can get the following expression of the thermodynamic
potential 

Ω=Ω+(λ′1)+Ω+(λ′2)+Ω−(−λ′3)+Ω−(−λ′4)+

Ω+
(
E−s

)
+Ω−

(
E+s

)
+V+U

(
Φ,Φ̄,T

)
(20)

with 

Ω±(λ) = −2Nc

w Λ

0

d3 p
(2π)3

λ

2
−2T

w Λ

0

d3 p
(2π)3

Z±(−λ), (21)

where the integrands in the second integral are 

Z−(λ)=Trcln
(
1+Lξλ

)
= ln

{
1+NcΦξλ+NcΦ̄ξ

2
λ + ξ

3
λ

}
,

Z+(λ)=Trcln
(
1+L†ξλ

)
= ln

{
1+NcΦ̄ξλ+NcΦξ

2
λ + ξ

3
λ

}
,

ξλ=eβλ λ′k E±s
λ′k=λk −

µ̃B

3 E±s =Es± µ̃s Es=
√

M2
s + p2

s Tr
Det

Trc Detc

with     .  In Eq.  (20),      and      are defined respect-
ively  as       and     ,  with   
being the single     quark energy. Throughout this paper,  
and       represent  respectively  the  trace  and  determinant
over Dirac, flavor, and color space, while     and     rep-
resent those only taken over color space. It should be poin-
ted out that we introduce a momentum cutoff in the two in-
tegrals  in Eq.  (21)  as  in  Ref.  [51],  otherwise  the  integrals
will be divergent at  large baryon and isospin chemical po-
tentials. This is, however, slightly different from our previ-
ous studies[61−63].

σq

ρq π

By taking the trace of the corresponding component of
the propagator[35], the chiral condensates     , the net-quark
densities     ,  and  the  pion  condensate       can  be  expressed
as 

σu=4 Nc

4∑
k=1

w d3 p
(2π)3

gσu

(
λk

) [−1
2
+F+

(
λ′k

)]
, (22)
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σd=4 Nc

4∑
k=1

w d3 p
(2π)3

gσd

(
λk

) [−1
2
+F+

(
λ′k

)]
, (23)

 

σs=2 Nc

w d3 p
(2π)3

Ms

Es

[
F+

(
E−s

)
+F−

(
E+s

)−1
]
, (24)

 

ρu=4 Nc

4∑
k=1

w d3 p
(2π)3

gρu

(
λk

) [−1
2
+F+

(
λ′k

)]
, (25)

 

ρd=4 Nc

4∑
k=1

w d3 p
(2π)3

gρd

(
λk

) [−1
2
+F+

(
λ′k

)]
, (26)

 

ρs=2 Nc

w d3 p
(2π)3

[
F+

(
E−s

)−F−
(
E+s

)]
, (27)

 

π=4 Nc

4∑
k=1

w d3 p
(2π)3

gπ
(
λk

) [−1
2
+F+

(
λ′k

)]
, (28)

g
g

µ̃B iA4 µ̃B/3
F+(λ) F−(λ)

where  the       functions  have  the  same  form  as  those  in
Ref. [31], since the     functions are actually independent of

 ,  and  the       terms  are  always  combined  with       in
the  quark  propagator.  In  the  above,       and       are,
respectively,  the  effective  phase-space  distribution  for
quarks and antiquarks, and they are expressed as 

F+(λ)=
1
Nc

Trc

(
1

1+Lξλ

)
=

1+2Φξλ+ Φ̄ξ
2
λ

1+NcΦξλ+NcΦ̄ξ
2
λ + ξ

3
λ

,

F−(λ)=
1
Nc

Trc

(
1

1+L†ξλ

)
=

1+2Φ̄ξλ+Φξ
2
λ

1+NcΦ̄ξλ+NcΦξ
2
λ + ξ

3
λ

.

T/3

It  is  seen that the above distributions reduce to the normal
Fermi-Dirac form at high temperatures when the Polyakov
loops are approaching 1, while they become the Fermi-Dir-
ac form with a reduced temperature of      at low temper-
atures when the Polyakov loops are almost zero. This leads
to a CEP at a higher temperature in the pNJL model than in
the  NJL model. Eqs.  (22)~(28) can be  also  obtained  equi-
valently from 

∂Ω

∂σq

=
∂Ω

∂ρq

=
∂Ω

∂π
=0, (29)

q = u,d, swith      being the quark flavor,  leading to the rela-
tions 

σq=
∂Ω

∂Mq

, ρq=−
∂Ω

∂µq

, π=− ∂Ω
∂∆

. (30)

Φ Φ̄The  values  of       and       can  be  similarly  determined  by
minimizing the grand potential with respect to the Polyakov
loops, i.e., 

∂Ω

∂Φ
=
∂Ω

∂Φ̄
=0. (31)

 

2    Results and discussions

Dµ

∂µ

With  the  theoretical  framework  described  above,  we
will  display how the order  parameters,  i.e., the  chiral  con-
densate,  the  pion  condensate,  and  the  Polyakov  loop,
evolve  with  the  baryon  chemical  potential,  the  isospin
chemical  potential,  and  the  temperature.  After  discussing
the  interplay  among  these  order  parameters,  we  will  then
present the three-dimensional QCD phase diagram. Results
in the present study based on the pNJL model will also be
compared with those from the NJL model. In the NJL mod-
el with  the  same  parameter  values,  the  Polyakov-loop  po-
tential  is  turned off,  and the covariant derivative       is re-
duced to     in Eq. (1). 

2.1    Interplay among order parameters

T =50

µI ∼ mπ µI

µB µB

µB

µB

π2

π π2

We compare the pion and chiral condensates in baryon-
rich quark matter at      and 100 MeV as a function of
the isospin chemical potential based on the NJL and pNJL
model in Fig. 1. One sees that the pion condensate appears
around       and  disappears  at  very  large       or  high
temperatures. The appearance and disappearance of the pi-
on condensate are second-order phase transitions at smaller

 .  With  the  increasing     ,  the  disappearance  of  the  pion
condensate first becomes a first-order phase transition, and
then the appearance of the pion condensate becomes a first-
order  one  as  well.  At  very  large     , there  is  no  pion  con-
densate. At intermediate     ,  there exists a second nonzero
solution     (denoted as dashed lines), which corresponds to
the  local  maximum of  the  thermodynamic  potential  and  is
called the Sarma phase[64] as detailed in Ref. [31]. It is seen
that the pion superfluid phase (   ) and the Sarma phase (   )
exist in a broader region of chemical potentials and temper-
atures in the pNJL model than in the NJL model.

π(2)

π π2

Figure  2  displays  the  temperature  dependence  of  the
pion  and  chiral  condensates  at  various  baryon  and  isospin
chemical potentials. One sees that the difference in the be-
havior of the pion condensate between the pNJL model and
the NJL model is mainly at high temperatures. The temper-
atures for the disappearance of pion condensates      in the
pNJL model are much higher than those in the NJL model,
which  will  manifest  themselves  in  the  results  of  the  phase
diagrams  to  be  shown  later.  Again,  the  pion  superfluid
phase (   ) and the Sarma phase (   ) exist in a broader re-
gion  of  temperatures  in  the  pNJL  model  than  in  the  NJL
model.

g

∆
π(2) π(2)

Some common features  in Figs.  1  and 2 need  further
discussions. According to the expressions of     functions in
Ref.  [31]  and the  gap equations  [Eqs.  (22)~(28)],  both  the
chiral condensate and the net-quark densities depend on the
gap  parameter       or  equivalently  on  the  pion  condensate

 . Therefore, the sudden change of     , corresponding to
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Fig. 1    Reduced pion condensate    , Sarma phase solution    , and chiral condensate     as well as the Polyakov loop  
as a function of the isospin chemical potential      in hot [    (left) and      (right) MeV] and baryon-rich [    (a),(e),
500 (b),(f), 800 (c),(g), and 1000 (d),(h) MeV] quark matter. Results are compared with those obtained from the NJL model.
(color online)
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Fig. 2    Reduced pion condensate    , Sarma phase solution    , and chiral condensate     as well as the Polyakov loop  
as a function of the temperature      in quark matter of different baryon chemical potentials      and isospin chemical potentials

 . Results are compared with those obtained from the NJL model. (color online)
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Φ Φ

Φ µI

either a first-order or a second-order phase transition of the
whole  quark matter  system,  leads  to  a  sudden jump of  the
chiral  condensates,  the net-number densities as well  as the
Polyakov loop    . For the behavior of the Polyakov loop    ,
in  principle  one  expects  that  it  should  increase  with  both
the increasing chemical potential and temperature (see, e.g.,
Fig.  10  in  Ref.  [21]), while  the  non-monotonical   depend-
ence of     on     in Fig. 1 is due to the momentum cutoff in
Eq. (21) when evaluating Eq. (31). 

2.2    Three-dimensional QCD phase diagram

T µB µI

T −µB T −µI µB−µI

π = 0 π,0

We now  compare  the  three-dimensional  (   ,     ,     )
QCD  phase  diagram  based  on  the  pNJL  model  with  that
from the NJL model, and mainly focus on the phase struc-
ture  relevant  to  the  pion  condensate.  The  resulting  phase
diagram  will  be  shown  in  the     ,     ,  and   
planes in Figs. 3, 4, and 5, respectively, where areas of the
normal  baryon-rich  and  isospin-asymmetric  quark  matter
with      (Phases I), the pion superfluid phase with   
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resent the second-order phase transition between Phase II and Phase III. Blue solid (dotted) lines represent the deconfinement
phase transition with (without) the pion condensate. (color online)
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π

π2

(Phase II), and the phase with both nonzero solutions of   
and       (Phase  III)  as  well  as  the  corresponding  phase
boundaries  will  be  presented.  The  transitions  between
Phase I and Phase III are always a first-order one indicated
by the solid line, while the transitions between Phase I and
Phase II as well as those between Phase II and Phase III are
always  a  second-order  one  indicated  by  the  dashed  lines
and  dash-dotted  lines,  respectively.  The  CEP  is  generally
the crossing point for the three phases.

T −µB

T
µB T µB

µI

µI=400

Φ=0.5 µB

Figure  3  displays  the  phase  diagrams  in  the   
plane at different isospin chemical potentials. For both NJL
and  pNJL  models,  Phase  I  generally  exists  at  large       or
large    , while Phase II generally exists at small     and    .
The  CEP  connects  the  boundaries  of  the  first-order  phase
transition  and  the  second-order  phase  transitions,  and  it
moves to a higher temperature when      changes from 200
to 400 MeV, while the increasing trend becomes saturated
above     MeV. Compared to the NJL model, the pN-
JL model generally leads to larger areas of the pion super-
fluid phase and the Sarma phase, and a higher temperature
of the CEP. Although the deconfinement phase transition in
the pNJL model  is  always a  smooth crossover,  we plot  an
approximate deconfinement phase boundary obtained from

   with  blue  solid  lines,  and  at  smaller       it  moves
slightly to  lower  temperatures  if  there  is  no pion condens-
ate as shown by blue dotted lines.

T −µIFigure  4  displays  the  phase  diagrams  in  the   

plane at different baryon chemical potentials. For both NJL
and pNJL models, the normal quark phase (Phase I) is ob-
tained at very small or large isospin chemical potentials, or
at high temperatures. It is seen that the area of the pion su-
perfluid phase (Phase II) becomes smaller with the increas-

π2,0 µB=0

T −µB

µB

µI

ing baryon  chemical  potential.  Second-order  phase   trans-
itions  are  observed  at  small  baryon  chemical  potentials,
while  first-order  phase  transitions  occur  at  large  baryon
chemical potentials. Although not shown here, we find that
Phase  III  with       doesn't  exist  at     , but  it   gradu-
ally appears inside Phase II at small baryon chemical poten-
tials, and the area of Phase III generally increases with the
increasing baryon chemical potential. Similar to that in the

   plane,  the  pNJL  model  leads  to  larger  areas  of  the
pion superfluid and Sarma phases and higher temperatures
of the  CEPs,  compared  to  the  NJL model.  The  deconfine-
ment  phase  transition  occurs  at  high  temperatures,  and  is
affected  by  the  pion  condensate  at  smaller       and moder-
ate    .

µB−µI

µB

µI

µB µI

Figure  5  displays  the  phase  diagrams  in  the   
plane  at  different  temperatures.  For  both  NJL  and  pNJL
models, the normal quark phase (Phase I) exists at larger  
and/or very small or large    , and the pion superfluid phase
(Phase  II)  is  observed  at  smaller       and  moderate     ,
already seen in Figs. 3 and 4. The area of Phase II becomes
smaller  with  the  increasing  temperature.  Also,  the  first-or-
der phase transition and Phase III gradually disappear with
the  increasing  temperature.  Similarly,  the  pNJL  model
leads  to  larger  areas  of  the  pion  superfluid  and  Sarma
phases and CEPs at larger baryon chemical potentials, com-
pared to the NJL model. 

3    Summary and outlook

To summarize, by introducing the gauge field and the
Polyakov effective potential into the Lagrangian density of
the  extended three-flavor  NJL model,  we have  studied  the
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interplay among the chiral condensate, the pion condensate,
and the Polyakov loop at finite temperatures, baryon chem-
ical potentials,  and  isospin  chemical  potentials,  and   com-
pared the three-dimensional QCD phase diagrams obtained
from the NJL and pNJL models. While the two models give
qualitatively  similar  QCD  phase  structures,  we  found  that
the pNJL model generally leads to larger areas of the pion
superfluid  phase  and  the  Sarma  phase,  and  the  CEPs  at
higher  temperatures.  While  the  pion  superfluid  phase  is
stable, the Sarma phase corresponding to the local maxim-
um of the thermodynamic potential is unstable against spa-
tially  inhomogeneous  fluctuations,  which  can  lead  to  the
emergence  of  the  Larkin-Ovchinnikov-Fudde-Ferrell
phase[65]  or  other  spatially  separated  phases.  The  present
study,  which  includes  effectively  the  gluon  dynamics,
provides a more reliable prediction of the three-dimension-
al QCD phase diagram compared to our previous study.

As is well-known, NJL-type models are not normaliz-
able  and  a  momentum cutoff  is  generally  needed  to  avoid
divergence  in  the  integral.  While  the  results,  especially  at
large chemical potentials, do depend the regularization, the
Pauli-Villars regularization scheme[66−67] could be a better
choice compared to the sharp momentum cutoff, and can be
investigated in future studies.
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(1. 中国科学院大学物理科学学院，北京 100049；
2. 同济大学物理科学与工程学院，上海 200092；
3. 中国科学院上海高等研究院，上海 201210；

4. 中国科学院上海应用物理研究所，上海 201800；
5. 中国科学院大学核科学与技术学院，北京 100049)

摘要:   基于三味 Polyakov-looped Nambu−Jona-Lasinio(pNJL)模型，通过研究手征凝聚、pion凝聚和 Polyakov圈之

间的相互作用，研究了温度、重子化学势和同位旋化学势依赖的三维QCD相图结构。虽然 pNJL模型得到的正常

夸克物质相、pion超流相和 Sarma相的结构以及相边界与NJL模型定性上相似，但 Polyakov 圈的引入大大扩展了

pion超流相和 Sarma相的存在区域，并导致临界点出现在较高的温度。由于有效地引入了胶子动力学的贡献，与

NJL模型相比，该研究有望对三维QCD相图给出更可靠的预测。

关键词:   NJL模型；QCD相图；pion凝聚
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